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Ueber Additionstheoreme.

Einfeitung.

Der Aufstellung von Additionstheoremen liegt folgender Gedanke zu Grunde.

Es sei eine symmetrische Differenzialgleichung:
f(x).dx + f(y).dy=0 (1)
gegeben. Diese kann man Glied fur Glied integriren. Lasst man die Integrale von der
unteren Grenze a anfangen, so erhalt man die Integralgleichung:

> f(x). dx_  f(y).dy=C (2

[
Um die Constante C zu bestimmen, setzefi wir fest, dass v=z fur x=a werden soll. Alsdann
ergiebt sich aus der Gleichung (2): C= /~i(f).dz. Also erhalten wir die (im Allgemeinen

transcendente) Gleichung:

INF(X).dx+INM(y).dy=I"(z2).dz, oder: F(X) + F(y)=F() (),

wenn wir f(x).dx= F(x) setzen.

Gelingt es nun aufirgend eine Weise, eine algebraische Integralgleichung: ip(x,y,c)=0
fur die Differenzialgleichung (1) zu finden, und setzt man, wie oben, fest, dass y=z fur
xX=a werde, so ergiebt sich: !p(a,z,c)=0. Eliminirt man aus dieser Gleichung und der
obigen <p(x,y,c) =0 die Constante c, so erhalt man eine Gleichung zwischen x,y und z
und aus dieser z—y(Xx,y). Dadurch verwandelt sich die Gleichung (3) in folgende:

F() + F(Y)=F(xx.yD. ().
Es ist also die Summe zweier transcendenten Functionen in eine einzige derselben Art
verwandelt, deren Argument eine algebraische Function der Argumente der beiden Summanden
ist; eine solche Gleichung nennt man ein Additionstheorem.

Als Beispiel diene die Differenzialgleichung d—;( + d\\//-zo. Diese giebt, unmittelbar

vxdx  <y<iy zdz dx = dz

integrirt: , °der: loS x + logy :logz. Die Gleichun: ~:+ y- 0



giebt aber, wenn man sie auf die Form y.dx + x.dy =0 bringt, die algebraische Integral-
gleichung: xy=c. Da y=z fir x=I1 werden soll, so erhalten wir z=c, und dabei-
z=xy, Also lautet das Additionstheorem fiur die Logarithmen: logx + logy —log (xXy).__

Die Additionsgleichung (4) wird hé&ufiger in einer anderen Form angewendet. Setzt
man namlich F(xX)=u, und sieht x als eine Function von u an, so dass X—<y(u) gesetzt
wird, so heisst ¢ die Umkehrung von F, und es gilt die Gleichung: © (F[x])=x. Setzt man
nun in der Gleichung (4) F(xX)=u, F(y)=V, so nimmt sie folgende Form an: u + v=F(xfyu,<pv]).
Wenden wir auf diese Gleichung die Operation © an, so erhalten wir die zweite Form des
Additionstheorems: cp(u + v)=y(ipu,<pv) (5), d. h. wir erhalten die Function der Summe
zweier Argumente ausgedrickt durch eine algebraische Verbindung der Functionen der
einzelnen Argumente.

Um bei dem obigen Beispiele zu bleiben, setzen wir log x =u, und die umgekehrte
Function x=eu. Es ergiebt sich das Theorem: e“+v==eu.eT.

Euler war der Erste, dem es gelang, eine algebraische Integralgleichung der
dx dy
Differenzialgleichung yy”™ + yy”~y =0 zu finden, in welcher f(x)=A + Bx + Cx2 + Dx3 +

Ex* ist; und zwar ging Euler nicht von der Differenzialgleichung aus, sondern von der

algebraischen Gleichung. Er nahm namlich eine algebraische Gleichung ip(x,y)=0 an, die
sowohl in x, als in y vom 2. Grade war. Diese differenzirte er, und bestimmte die vorher
unbestimmt gelassenen Coefficienten so, dass die Differenzialgleichung die gewilinschte Form
dx dy

j =0 annahm; womit in der Hauptsache das Additionstheorem fur die ellipti-

sehen Functionen 1. Gattung gefunden war. Lagrange schlug den entgegengesetzten Weg

ein. Er ging von der Differenzialgleichung aus, und leitete aus dieser die algebraische
Integralgleichung ab.

Die eigentliche Quelle aller Additionstheoreme fand Abel. Seine Untersuchungen
sind in dem berihmten Aufsatze: ,,Mémoire sus une propriété genérale (Tune classe tr'es-
étendue de fonitions transcendantes” niedergelegt. Jacobi erkannte sofort die ganze Tragweite
der Abel’'schen Untersuchungen. In den beiden Aufsatzen: ,,De functionibus quadrupliciter
periodicis, quibus tlieoria transcendentium Abelianarum innititur* (Crelle, Bd. 13), und ,,Uebor
eine neue Methode zur Integration der hyperelliptischen Differenzialgleichung und Uber die
rationale Form ihrer vollstandigen algebraischen Integralgleichungen® (Cxelle, Bd. 32) hat
Jacobi die schwierigen Untersuchungen Abels zugénglich gemacht, und insbesondere gezeigt,
dass bei der Umkehrung der Abel'schen Integrale nicht Functionen einer, sondern
mehrerer Variabein eingefihrt werden mdissen.

Die Abel-Jacobi’'sche Methode zur Auffindung von Additionstheoremen scheint die
einzig naturgeméasse zu sein. Die Allgemeinheit und Schwierigkeit der Abel'schen Unter-
suchungen hat es aber verhindert, dass in den gangbaren Lehrbuchern Cuber elliptische
Functionen diese Art der Herleitung der Additionstheoreme angewendet wird. Es dirfte
daher keine vergebliche Arbeit sein, wenn in dem Folgenden der Versuch gemacht wird,
die bekanntesten Additionstheoreme nach der Abel-Jacobi’schen Methode herzuleiten, und
dadurch den Einblick in diese Methode zu erleichtern.
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In der Abtheilung | werden die Additionstheorenie fur Integrale von der Form

entwickelt, in denen fx eine ganze Function von X ist.

In der Abtheilung Il werden
J fx

die Additionstheoreme fur die Kreis- und elliptischen Functionen abgeleitet.

l.
A

dx

Additionstheorein, far das Integral _ .oxo atx + a2

Es sei die Gleichung:
(aox2— atx + a2) y + b0x2- -bjX + bj;—o (1)

Jedem Werthe Xt von x entspricht ein Werth von y. Demselben Werthe von
y entspricht aber ausser Xt noch ein zweiter Werth x2 von x. Mithin gehort zu jedem
Werthe Xt von X ein bestimmter zweiter Werth x2. Es sind also Xt und X2 Functionen
von einander, und zwar so, dass, wenn Xj=f(x2) ist, auch x2- = sein muss. Man
nennt sie am besten involutorische Functionen von einander.

Die Abhéngigkeit der x, und x2 von einander kann ohne Vermittelung von vy
folgendermassen ausgedriickt werden. X, und X2 sind die beiden Wurzeln der Gleichung (1)
fur dasselbe y. Setzen wir also: X!+ x2=sl und XIx2=s2, so erhalten wir.

. _aly+bl o g>»N7+ b”" oder:
"aoy + b()' aoy + bo'
(aosl—ajy-i mbnSj—bl=o0, (alsz—a2,y+ bos? bl
also nach Elimination vonby:
-als bosl- Pl _ " oger endlich: (a0bi).s2 + (a2b0)st + (a~) —o ()
aos? a2, b0s? by

als die gesuchte Gleichung zwischen xt und x2.

gegeben.

§ 2
Aus der Gleichung (1) kdnnen wir eine andere Form der Abhéngigkeit der xt und x?2
von einander ableiten.
Differenziren wir nédmlich die Gleichung (1), so erhalten wir:
(a0x2—ajX + a2) dy + [(2a0x—all y + 2b0Ox—Dbt]. dx—o.
Da diese Gleichung bei ein und demselben Werthe von y fur jeden der beiden
Werthe von x gilt, so erhalten wir die beiden Gleichungen:
(a0Xj2—atxt + a2) dy + (2a0xl—ajy + 2box1- mbi dx”o, und:
(a0x22—atx2 + a?) dy + (2a0x2 at)y +2b0x2: -b. dx2—o; oder:
dv dx =0, und:
(2aoxl—a,) y + 2b0xl—b, aoxi2-
dy dX,
1+
(2a0x2 ay y + 2bgX2 lox/2—alx! + a2



Addiren wir diese beiden Gleichungen, und bedenken wir, dass:

1 |
(2aox! —al)y4-2b0x1—b! + (2aox2— a,)y 4-2box?
2 [(aoy 4-b0) sl—a jy —bj

[(2a0xl—ajy + 2b0Xj—bj [(2a0x2—aj y + 2b0x2—Db,J
so finden wir, dass: d-)g_/\+a,, 4- - d_);}'xz g O G
§ 3
Die beiden Variabein x, und X2 hé&ngen also einerseits durch die Gleichung (2)
von einander ab, andrerseits durch die Gleichung (3). Also ist (2) eine algebraische Integral-
gleichung der Gleichung (3).
Integriren wir nun die Gleichung (3) direct, und lassen die Integrale von der unteren
Grenze a ausgehen, so erhalten wir die Integralgleichung
dx. dx,,
I IX -4 tlg -a,Xx?2 4- al
Zur Bestimmung von C setzen wir fest, dass x, =z fiur x2=a werden soll. Alsdann er-
i y4 dz
halten wir: b:*-f<<é_6_z)£"—__Uj_Z_21—_a2‘

Es ergiebt sich also folgendes Endresultat: Sind 3 Variable durch die transcendente
dxj . dx,, dz
anN/>—ajAaa? ' d a0x2-—axx? 4-a)  «Uiz- a|z4 &
genigen sie auch der algebraischen Gleichung: (aobl)s? 4-(a2b0)s14-(a,,b2)—o0, wo sl=x14-x2,

s2=xIx? ist, und die b so bestimmt werden missen, das x,=z fur x2=c wird.

Die letzte Bedingung giebt die Gleichung: (aob,).az+ (a2b0).(a + z) + (alb8)=o0
Die Elimination der b geschieht am einfachsten auf folgende Weise. Verbindet man die
Gleichungen: (a0bl).s? 4- (a2b0").sl 4- (alb2)=0, (aobj).az 4-(a2b0).(a4-z) 4-(atb2)=0 mit
der Identitat (aob j.a, 4- (a2b0).ai 4- (a™.a,, = 0, so erhalten wir zur Bestimmung von z

Gleichung /* verbunden, so
a

i s2)sn-* | ) (a0a—a,)s24-a2sl—a?a
die Gleichung: jaz, a4-z,1 =0, woraus sich ergiebt z=_+ o 4 a0a.Sj—a,a 4- al 'D-
a2 a,, al
1a.s,
Wahlen wir a=o, so ist: z- 0 )
§ 4.
ax,, .
Setzen wir: (' | o =u, und r =U,, S0 st

-a. X + g,
dz
algz—-—-a,z4 al
ist: x2=<p(u2) und z=i(u,+ a2). Wir erhalten also das Additionstheorem:
(a0«—-al).cp(ul).y(u2)4-a2(cp[ull + y[u2])—a2a
u2, _ a0.«(ul).'4i(u2) 4-aoa(f[u 4-4>[u2])—a2ad-al
a2(cpuld-<pu2) —al.'’fUl.®u?

und fur a—o: ¢ (u, 4-u2)= YCITHETIT
&2 Vs s

Setzen wir ferner die umgekehrte Function xX™MUJj), so
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Beispiele.
1. Ist a0=0Oj 32=0"1=—1 und a=I, so erhalten wir:
A(ux + u2)==cpul.cpu2, das Additionstheorem fur eu.
2. Ist al=1, al==0, a3=1, so erhalten wir fir «=o0:
_ ®u+®u  4as Additionstheorem fiir tgu.
co(ul + ud)= 1 —<puv<pu? g
3. Ist a)—1, at—o, a  — 1, so erhalten wir fur a=o:
Fiu U ?ul + cpu._ das Additionstheorem fir cpu: e
1UX + ! - T
U TR eu+ ey
4, Ist a0=1, al=—2, aj=1, so erhalten wir fir «=o0:
. u)__2ui+ 2w+ 2iUi.£u? d Additionstheorem fur cpu= u ..
2(Ul + UB—= i 02 1—0
5 1Ist a,=1, a.=—1, a0==I, so erhalten wir fir a=o:
L oUL+ ? CPU di kehrte Functi J =
UL + 7
E:Zéjtu"\ﬂ,)— !_u?zu ou) , WO ie umgekehrte Function von 01 + X+ X2
R uK3
itg
ist, also cpu— . UK
13 _tg—a-
B.
»X dx

Additionstheorem fUr A iy3 200 + a2x a3
§ 5
Nach der Methode der vorigen 88 behandeln wir jetzt die Gleichung.
(a,0x3—atx?2 + a2x — ad)y + box3—btx?2 + b2x—b3=o0. (5)
Jedem Werthe xt von X entspricht ein Werth vony. Demselben Werthe von y entsprechen

aber ausser xt noch zwei Werthe x3 und x3 von x. Es sind also x.I? X2, X3 so von ein-
ander abhéngig, dass wenn eins von ihnen einen bestimmten Werth annimmt, auch le

anderen beiden bestimmt sind. Sie bilden eine Involution 3. Ordnung.
Setzen wir X! + X2 + x3=s], Xtx2 + XjX., + X2x3=s2, X1x2x3=s3, so erhalten wir:
aiy + bi a,v+b, a3y + b3
a,y + b0 aoy + \/ Ss aoy + bo
Durch Elimination von v erhdlt man die beiden Gleichungen, durch welche xr xs und Xa
von einander abhdngen, ndmlich:
(a0b1).s3 + (a2b0).s! + (alb2)==06, und: (aob3).s3 + (asb0).s3 + (a3bs)=o0. (6)

§ 6,
Differenziren wir die Gleichung (5), so erhalten wir:
(aox3—a,x- + a3x—a3d).dy + [(3aox2—2atx + a2)y + 3b0x2 —2btx + b2].dx=0, odei

(3a0x2—2atx + a?)y + 3box2—2btx + b,, aox- alx?2+ a3x a3



Diese Gleichung gilt fur alle 3 Werthe von x, die demselben Werthe von y entsprechen.
Wir haben also die 3 Gleichungen:

dv dx.
(.San/ — 2alxl + a2)y + 3box™_2blx]+ b2 | aoxi 3. -ajXj2 4- a2 Xj — a3
dy N dx, —0
(3a0x22 — 2ajX2 + a2)y + 3box22—2blx? + b2 T Box23— alx22+ a2x? —as O (-
dy ‘ dxs

(3a0x32 —2alx8 + a2)y+ 3box82—2bl1x3 4-b? * hOxs3—aixs2 + a2xs—as
Addiren wir diese 3 Gleichungen, so kénnen wir durch eine etwas langwierige
Rechnung nachweisen, dass in der Summe der Coefficient von dy verschwindet. Leichter
erreicht man dieses durch folgenden algebraischen Satz, der haufig in der Analysis An-
wendung findet.

§ 7.
Es sei <p(X)=(x—X]j) (x—x2). .. .(x—xn), so ergiebt die Zerlegung in Partialbriche:
1 1 1
. _ B . + +1 .
fiilx) /7(C<xj X-Xj <fi(x2) X—x2 ° cpi(xn) X—xn*

Entwickeln wir beide Seiten nach fallenden Potenzen von X, so beginnt die linke
Seite mit —, und wir erhalten:

+ 1

Lk
~x,)  ?Hx2) +

[ x, + Xa +

4(x2) L,
F></-2, X,n~1 rA0YE
tHx?)
ix/-11 x*n_1 vV on-1l

‘UNXJ  TAXg)

Durch Vergleichung beider Seiten finden wir folgenden Satz:
Ist <p(X)=(x—XxjJ (Xx—x2).. . .(Xx—X,,), so ist

1 1 1
?1(X1) + <pl(x2) + <PI(Xn)"

XJ. X2 U
ACXT) + ];ll’—&% -+ + ?21(Xnj

X n—2 v n—2
T™*I ®(x2)
Ist insbesondere ">(X)=(x—>x]J (X—x2) (x—x3), so haben wir die beiden Gleichungen:
A "ER = XI X,
Taxj) U epxg T <pia O U v T Ak @169)
die man auch unmittelbar verificiren kann.

+ ~NOxn) +



§ 8.
Kehren wir nun zur Differenziation der Gleichung (5) zuruck.
Wir setzen: (aox3— a”™d-ag>X—a3)'.y d-box3—bjX"*+bgX — b3 = (j>ix)=0, SO
erhalten wir: (a0x3— a,x2 + a2x—a3).dy + ?i(x).dx=0. Da diese Gleichung fur alle 3
zu demselben y gehérenden Werthe von x gilt, so haben wir die 3 Gleichungen.

dy ! dxi —o0
ANXD  a0XI3—aiXHi + a2Xl g3

dy d- dx2
«pRxg) —as

dy dxs

a0x33— aix32 + a2x3__z3
Je nachdem wir diese 3 Gleichungen unmittelbar addiren, oder erst nachdem wir
sie resp. mit x,, X2, x3 multiplicirt haben, erhalten wir mit Hulfe unseres obigen Satzes
die beiden Differenzialgleichungen:

dx. dx? d dx.
aoxi3— + | a0X23' -a3x2_d" a?x? -a, a0x33—ajX3-d-azx, ®)
Xi.dXj Xg.d.Xg x3.dx3
aghjd- -ajxX/+an,- ) d"a'o';&}?f -UjXg- d- UgXg -a. aox33—a,x3- d- a2x3—a3
§ 9.

Wir haben jetzt gefunden, dass die 3 Grdssen Xr x2, %3, welche durch die
Gleichungen (6) verbunden sind, auch den Gleichungen (8) genigen. Folglich sind die
Gleichungen (6) die algebraischen Integralgleichungen der Differenzialgleichungen (8).

Integriren wir nun die Gleichungen (8) unmittelbar und setzen der Abklrzung
wegen a0x3—a,x-d-a2x—a3—="1x, so erhalten wir, wenn wir den Integralen die untere
Grenze a geben:

~ XjXj.dx, x2xg.dx, rx3x3.-dxs__Q,
PO g PPy X =C, ung [TITEO0 £6XG
Y i ca fx, *a X3 il Ja Xl e fx» a fx

Setzen wir nun fest, dass fur X|=z, und Z5—12y werden soll, so bestimmen wir
dadurch Cj und C2, und wir erhalten:
Xgdx2+  x3dx3 mzidzl | zzZ2dz
a fXj a fx, va fx3 "afzZ *"afz
mXiXjdx  XgXgdXg x3x3.dx3__ Zjzj.dz , pazgdzg ©)
fx . 178 fx, o iz, va f

Z.
§ io.
Nach dem Vorhergehenden konnen wir die Summe dreier Integrale von der
Form *X— und fX—— durch die Summe zweier Integrale von derselben Form aus-
afx a fx

dricken. Wir werden jetzt die algebraischen Relationen entwickeln, durch welche xp %2, x3
und z,, z2 mit einander verbunden sind.



Wir hatten fir xn x2, x3 die Relationen (6): '
(a0bl)s? + (a2b0)s j 4-(alb2) =0 wund (a0b2)s3 + (a3b0)s? + (a2b3)=o0; wo sSl=Xi + x2 + X3T
S2 XxX2 + XjXg + x2%3, s3=X1x2x3.

Setzen wir der Symmetrie wegen 1=s0, so erhalten diese Gleichungen die Form:

(alb2)s04-(a2b0)s14-(a0bl)s2=0 und (a2b3)s0 + (a3b0)s? + (a0b2)s3=o0. (10)

Wir setzen nun. wie oben, fest, dass fur x3 =a Xx,=--z, und x2=2z2 werden soll,
ferner zur Abkirzung: 71 + z2=p! und zxz2=p2. Alsdann erhalten wir zur Bestimmung
von Pl und p2 die Gleichungen: (alb2)s0 + (a2b0).(« + PIl) + (aobl).(ap! + p2)=0, und
(a2 b3). s0 + (a3b0).(apt 4- p2) + (al b2). ap2=o.

Die beiden Gleichungen: (a,b2)s0 4-(a2b0).Sj d-(aOb!)s2=o0,

(alb2).s0d-(a2b0)(a + pl) + (a0bl).(apl + p2)=0 geben in
Verbindung mit der ldentitat: (a™a,, 4-(a2b0)aj 4-(«A). a2=o die Endgleichung:
S01S1L \
So,a + pi,api+p2=o
‘ a0) ail a?
oder entwickelt PI[(a2s0) + a(aosl)'[+ p2(aoSl) + s0(alSs!) + a(a2so)=0. (11)
Ebenso geben die Gleichungen: (a2b3).s0 + (a3b0)s2 + (a0b;)s2=0
(a2b3).s0 4- (a3b0).(aPIl + pg) + (aob2)ap? ==0
in Verbindung mit der ldentitat (a2b3).a0 + (a3b0).a2 + (aOb2).a3=0
die Endgleichung: aPl.(a3s0) + p2[(ass0) + a(aos2)] +s0.(a2s3)=0. (12)

Ist insbesondere a=o0, so ergeben die Gleichungen (11) und (12):

Pi.(a2s0) + p,(a0s)) + s0(als2) =0 und p2(a3sl) —s0.(a3s2)=0, oder nach einer leichten Re-
duction: (a™.pj - s0(@3sl)=o und (a3s0).p2 — s0(a3s2)=o0. (13)

8 IE
Beispiel 1. Es seif'x—14-x3 und a=o0, so ist: a0=lI,at 1.
Wir erhalten nach dem Vorstehenden folgenden Satz:

Bestehen zu gleicher Zeit folgende beiden Gleichungen:

rxi dxji |, Fx dx2_ 3 dx3 ™4l dz, 22 479
1+2X<j3 I +x23 GO 1+x33 10 1+2Za 0 1+z3
/FiEv_d41 | fx2xa-dx2 . A x3.dx3 = /-z, Zj.dZj ,Z2 72.d22

Y0 I+x,3 Do I Jo 1+x33 o 1+213 g 1 +23
so lassen sich und 22 algebraisch durch X, ausdriicken.  Die Gleichungen (13)

ergeben namlich: pr - ynd p, > dliesist 4z XI+X
J P 1+s. Pa 1+ I + xix2xs und

xXtxg +X1X3 4- x2x3 . ) )

14-X X253 Es sind also z, und die V urzeln der quadratischen

Gleichung: (1 4- s -0.
Hier durfte der geeignete Ort sein, zu zeigen, auf welche Weise die Umkehrung

der obigen Functionen statt haben muss. Nach Jacobi’'schen Principien (cf. den Aufsatz
..De functionibus cjuudrupliciter* etc.) ist folgendermassen zu verfahren.



A1 dx.
Wir haben oben die Summe von je 3 Integralen von der Form ,/Qt+¢(3 und

z'l X-d+ auf die Summe von je 2 Integralen derselben Form reducirt. Daraus folgt, dass

-01+x3
die Summe von beliebig vielen Integralen dieser Art auf die Summe von 2 Integralen

zuruckgefuhrt werden kann.
Wir fihren dies fir die Summe von 4 Integralen aus.
Es ist nach dem Obigen:

pXj dx 2 dX2
0 1+x/ 0 1+x23 rJa 1+ X33 0D 1+ X43
-z, dzj y.z22 dz2 _ . Xi dxd _ dt]

, und
0 1+ x43 6 14-tt3 + 0 1 +123

XI x1.dx! ,.X2x2.dx? Xx3x8.dx3 X4 x4dxi
Jo 1+x/'"W' 0 1+X;3'" 0 1+X,3 J0 I-t=-wB

fZIZI-dz1 | 22 22-dZ2 | z-ViXi-dXi® AJrA + ft2t2.dt
“Di47z3 014228 °101+x4 01+t3 01+L3

X4+ X2 + X3 xXtx2 + x1x8 + xI_x8 und
WO Zi+z2 g 4 X1X2Xg 1 + XIx2x3
zt + z2 + x4 _ ZjZ2 + ZjX4 + z2 x4
UHY 4 10x4 12 1 +2xz2x4

Daraus ergiebt sich:

Xj -p Xg + Xg + X4 + X1X2 XgX4 _ (Xj + X2)(X3 + Xd) + xtx2 + x3x4

i jt2  F+(xl +x2 4+ + x4)XIx2'
U1 ) (x4 2B + (x3 + X)xtsg U1 U PO #2)Exa+ 06 + XXX

Die Umkehrung geschieht nun folgendermassen:

dxj x X2 X2'dX!

Man setzt: = und +7"3 +J0 1+x23

so sind x, und X2 als Functionen von ux und wvx anzusehen, ebenso auch xt+ x2 und
XjX2.  Wir setzen daher x, + x2=1tpl(ul,vl) und Xx1x2 =R&(ujN+
0 i i " ! ] * '
Ist nun 33 a% r A_goé/bzu und [P -c-j-)-(-ox+jr)1(4),(47®%=t2’ so st
jO 1+%3%5 J0 T+ x43 2 J0 1 %33 -0 1+ X43

ebenso, wie oben: %3 + x4=cpl(u2,v2) und x3x4 = ?2(u2,v2).

Daraus ergiebt sich:

A, dt rt2_ dt2 i A trdtt pr2 20 dt2

/oTTp |+tZ—UI + X =01l +V +-01 +13 VA + V2
Also ist: t, + 2 =®,(ul + u2,Vj + v2) und tlt2=<p2 (vi! + u2, vt + v2).
Wir erhalten daher folgendes Additionstheorem:
+ Ti(u2:v2) + y2(ul,v1)-y2(u2-v2)
1+ pi (ui,VI) «?2 (1125V2) "F tPI(U2 ,Vs) T2 (Ul»VI)
_opl(ul,vl).(pl(u2,v2) +"2(ul,vl) + y2(u2,y?) .
42(IN"FA2UTUV2LE o ‘f1(ui,vl).cp2(u2,v2)+cpl(u2,v2).~2(ul,vi)'

pl(ul + u2,vl + v2)=
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§ 12.
Beispiel 2. Es sei wieder « =p und al=o0, al=——1, a2: :0, 1, so er-
halten wir die Integralgleichungen:
Jrp dx o dx v (Vi zzt dIl 72 dz2

01F XD 40 1+x12 0 1+X82 ~@L+zZ2 -0 1+ 22
pL x~dx, X2 X2.dx) 4 zx8dxB— B Lhif| + 72 22.dz2
01l+xt2 10 1+%22 "O 1+X32 ~Ol+2Z2 -0 1+ z2-
Wir finden liier zwischen x1,x2,xa,z1,z2 folgende algebraische Relationen:
Zd+ 72y oy o1+ X, -XIX2x8 und ZjZ? =x1x2 + x1X3 + X2X3,
Nehmen wir ebenso, wie im vorigen § 4 Integrale zusammen, so erhalten wir:
U + t2=xi + X2 + X3 + x4—XjX2(x3 + x4)—x3x4.(xt + x2), und
t12 = X1X2 + XgX4 + (Xj + X2)(x3 + X4) — XjX2.X3X4.
L. X, dx, [.x0 dXx,, [/ x1x1.dx1l' z.x0x0.dx0
Setzen wir wieder || —-=-1- ( T+ p
D 1+ X22 101+Xj2 0 1+ X2
und dann xt+ x2=yl1(ul,vl) und x,x2=b2(ul,vl), so finden wir das Additionstheorem:
21(UL + U2, VI + V2) = «1(UL V1) + TI(U2,V2)—T1(UI>VI)-22(112,T2)—21(U2)V2)-P2(UnVI)
T2(Ut +U2ivi+ V2)="22(ni:VD)+ 22(U2JV2) + PI(ni:VI)-21(U2,T2)—22(UI,T1)-?2(U2 1V2)-
Dieses kann leicht verificirt werden; denn in diesem Beispiele ist:
¢pl(u,v) =eu.sinv und ®2(u,v) = I —eu.cosv.

C.

dx

Additionstheorem fir / . ,
a aoxu- -a, X + ...+ mlnan

§ 13.

Es ist leicht, das Vorhergehende auf den allgemeinen Fall auszudehnen. Es sei
fx=aoxn—ajX"-1 + ... + (—Dnan und <px=boxn—px*“-1 + ... + (—nbn,
ferner: fx.y+cpx=o0. Alsdann gehéren zu jedem bestimmten Werthe von y je n Werthe
X, , X%, ..Xn von X. Lassen wir v variiren, so werden x1,x2,...,xn involutorische Functionen
von einander, die durch die Gleichungen :

~y + b, a»y+b,, _any + bn
aoy+bo & aoy + bo”"” ay + b,
mit einander verbunden sind, wo s1=Sy1,s2=Syly?2,..,sn=Syly2...yn.

Verbinden wir die letzte Gleichung mit jeder der vorhergehenden, so erhalten wir
die folgenden n—1 Gleichungen, durch welche die Grossen x1,x2,...xn von einander
abhangen:

(a0 b,,) SI— (a0 b I sn— (atbn)=o0, (aObn)s2 — (a0 b2)s,,— (a2 bn) = o,........ 1

...(aobn)sn_i— (aobn_i)sn—(an_1bn)=o0. P

Differenziren wir die Gleichung fx.y + (ox=0, so erhalten wir auf dieselbe Weise,

wie in den vorigen 8§, die n—1 Differenzialgleichungen.

pdx  “x.dx “xn_2.dx
7fx ¢ 0 fx 01 o :0. (15)
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Die Gleichungen (14) sind also die algebraischen Integralgleichungen der Differenzial-
gleichungen (15).

Integriren wir nun die Gleichungen (15), lassen die Integrale von der unteren
Grenze « anfangen, und setzen fest, dass x1=z1, x2==z8,....xn,,1=2z!l 1| fir xn=a werden
soll, so erhalten wir n—1 Gleichungen, durch welche die Summe von je n Integralen auf
eine Summe von Nn—1 Integralen derselben Art reducirt wird. Die algebraischen Relationen
zwischen den oberen Grenzen der Integrale ergeben sich aus den Gleichungen (14).

Zur Lésung des Umkehrungsproblems muss man ganz so, wie oben, h—1 Functionen
von n—1 Variabein einfiihren. Die wirkliche Ausfuhrung kann hier weggelassen werden,
da sie keinerlei Schwierigkeiten bietet.

L . X dx
Additionsformel fur JO 1 AOXE + AX3 + A2X2 + A3x + A

§ 14,

Wir dehnen die vorhergehenden Untersuchungen auf Gleichungen aus, die sowohl
in x, als in y vom 2. Grade sind.

Es sei also die Gleichung:

E(x,y) = (a0x2 + 2a,X + a2)y? + 2(box-"'+ 2b,x | Wby + cOx2 + 2clx +03=0 (16)
gegeben. Setzen wir:
12a,x- ra, f1(X),box2 + 2blx + b2=72(x),cox2 + 2clx + c2=713(x),

ferner: aoy2 + 2boy + c0=(pl(y),aly2 + 2bly + cl=1p2(y),a0y2 + 2b2y + c2=="3(y), SO er-
halt die Gleichung (16) folgende Formen:

Ffx1y)£isfl(x).y2 + 2f2(x).y + fs(x)—PI(y).x2 + 2ip2(y).x + ?3(y)=0. (17)

Geben wir in dieser Gleichung x einen bestimmten Werth x1? so entsprechen diesem
2 Werthe von y. Heben wir einen dieser 2 Werthe von y heraus, so entspricht diesem
ausser dem Werthe x, von x noch ein zweiter Werth x ~ Es sind also xx und x2 Functionen

von einander. Aus der Gleichung (17) folgt: Xj+x2=————2—,§—ip—('§%/—) und: ij22: I;?g;)) (18).
Eliminiren wir aus diesen Gleichungen y, so erhalten wir die algebraische Relation, durch
welche x, und x2 mit einander verbunden sind.

Wir konnen aber auch eine transcendente Relation zwischen xt und x2 folgender-
maassen ableiten. Differenziren wir die Gleichung (17), so erhalten wir:

[fixj.y + f20)].dy + [21(y)x + 22(y)].dx=0, oder M, 23y) + fio0. T f2(0=°-

Da diese Gleichung sowohl fir den Werth xn als fir den Werth x2 von x gultig
ist, so erhalten wir die beiden Gleichungen:

dv dxt dv dx,,

'wi(y)-xi + P8(y)  FIwl-y+ t2(xi) - und ?i(y)-x2 + ?8(y) N fi(x2)-y + i2(x2)
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Addiren wir diese beiden Gleichungen, und bedenken, dass:
1 N 1 o y1(y).(XL + X2) + 2y2(.y)
?21(y)-xi + T2(y) ~ <Piy)-x2 + r2(y)  [ipi(y).x + y2(y)l[<pl(y).x2 + cpjy)]
nach (18), dass ferner nach der Gleichung (17): fjxj.y + f2(x)= bf2-(x) —f1(x").f3(x)l so cr-
dxj dx?

halten wir die D,ffere»t,,18leieh,,ng; _fe

f22(x)—fjx).~(x) ist eine Function 4. Grades. Wir setzen sie—F(x), und wir erhalten die
dXj dx?

Differenzialgleichung: J+ o r =2 (19

Diese Gleichung besitzt also das Eliminationsresultat der Gleichungen (18) als al-
gebraische Integralgleichung.

Integriren wir die Gleichung (19) direct, lassen die Integrale von x=a anfangen,
und bestimmen, dass x2=z fur xt=a werden soll, so erhalten wir die Integralgleichung:
7 S, Ty = @

Im Ganzen haben wir also folgendes Resultat:

Ist P(X)=A0x2 + Ajx3 + A2x2 + Asx—A4, und sind die Gréssen xxx»2 und z
durch die transcendente Relation (20) verbunden, so kann man diese folgendermaassen durch
eine algebraische Relation ersetzen.

Man wéhle 2 wunbestimmte Functionen 2. Grades fjx) und f2(x), und setze
fi(x)-y + I"F(x/ (21). Die Constanten, welche in fjx) und f2(x) Vorkommen, missen
so gewahlt werden, dass die Gleichung (21), wenn sie rational gemacht wird, auch in x
bloss vom 2 Grade wird, und eine Constante C disponibel bleibt. .Alsdann folgen aus
der Gleichung (21) die beiden: fjxj.y + f2(x1)= 1 F(xt) und f1(x2).y-1-f2(x2) = KF(x2).

Eliminirt man aus diesen Gleichungen y, so erhélt man die algebraische Relation,
durch welche xt und x2 verbunden sind, namlich:

f1(x2).F2(x1)-4-f1(x1) .F2(x2)==f1(x2). /IFVW-FIXXF"™). (22)

Soll nun x2=zfur xl=a werden, so erhalten wir aus dieser Gleichung eine neue,
durch welche z und C mit einander verbunden sind. Eliminirt man aus dieser und der
Gleichung (22) C, so erhidlt man die gesuchte algebraische Relation zwischen XI5 x2 und z
und somit das Additionstheorem.

Die Bestimmung der Constanten und die Auflésung der vorkommenden Gleichungen,
bieten manche Schwierigkeiten. Die folgenden Beispiele werden zeigen, wie in einzelnen
Féllen zu verfahren ist.

§ 15.
Beispiel 1. Es sei F(x)=I- -x2 und a=o. Die Integralgleichung (20) wird dann
, X dx . X, 02 -z dz
fol : -+
olgeude 1 JW » Vi- .

Wir wéahlen nun f,(x)=b und f2(x)=Cx. Die Gleichung (22) giebt dann folgende:
C(xi- X2)_n x,2 KI*XT2
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Bur x1=0 soll x2=z werden, also erhalten wir: —Cz = 1—KIl—z2, und daher;
A1+ Kl—z22 Kl—x,2— Kl — 23).

Diese Gleichung kann auf eine andere Form gebracht werden, Multiplicirt man
ndmlich auf der linken Seite Z&hler und Nenner mit 1 + KI z2 und auf der rechten Seite
mit Kl —Xj2+KI—x22, so erhélt man:

W+X2 oder: | + Kl—z 2= KI—XI2+ Kr (24).
1+ Kl z2 KI—Xj2+KI—x2 2 z X, + X2

Subtrahiren wir (23) von (24), so erhalten wir:

Kl -Xi2- KlI- -X52. KK -x?- Kr x2\ 2xxKl—x22—2x? KI-
Xt + X2 \/-

%127 Va2

xt Kl—x22—x? Ki-
XEKI—x22+x2KI—Xj2, so erhalten wir: z—xtKI—x22 + x211 ,2, (25), das be-
kannte Additionstheorem fur sin (u + v).
Beispiel 2. Bleibt Alles wie im vorigen Beispiele, nur dass wira=Il annehmen
d. h. dass wir die Integrale von der unteren Grenze 1 anfangen lassen, so haben wir ebenso
wie oben: C(Xj—x,)=K]—x,2—KI- -x, <

also: zi Multipliciren wir hier Z&hler und Nenner mit

Soll nun x,—z fur x2=1 werden, so erhalten wir:
o 1+z[ KK _ ,_  Ki—x22]2
C(z—1)==Kr -z2, oder C Mithin ist: X?-
l—z Xi- -x2)-
Daraus ergiebt sich:
[Kr--v KIAL-ipl2 (Xi- -x2)? -Xjz—x22 + x5x2 - K(l- -Xi2)11—x22)
[KI—Xj2— KI—x22]2 + (xl—x2)2 1—xtx2 — K(I—XI2)(I- -x22)

Multiplicireu wir Zahler und Nenner mit 1 —xtX2 + K(l— xt2) (1—x22)1, so erhalten
wir endlich: z=XjX2—K(1—Xj2) (I—x22) (26), die bekannte Additionsformel fir cos (u + v).

§ 16.

Beispiel. Es sei jetzt F(X)—(1—x2)(I—k2x2)=1—(1 + k)x2 + k2x*. Wir

wéhlen fj(x)=ax+ b und f2(x)=kx2 + C. Die Gleichung (21) wird dann zu folgender:
(ax + b)y + kx2 + C= Kl —(1 + k2)x2 + k2xh
Wird diese Gleichung rational gemacht, so erhalten wir:
(ax + b)2y2+ 2(ax + b)(kx2 + C)y + (1 + 2Ck + k2)x2 + C2—1 + 0. (27)

Damit diese Gleichung auch in x vom 2. Grade werde, bestimmen wir, dass
1+ 2Ck+k2=a? und 1—C2=Db2 werden soll. Dann l&sst sich die Gleichung (27) durch
ax +b dividiren und wir erhalten die Gleichung:

(ax +b)y?2 + 2(kx2 + C)y + ax—b—o, oder auch 2ky.x2 + a(y2 + 1).x + by2 + 2Cy —b=o0.
Sind Xj und x2 die beiden Werthe von X, welche demselben y entsprechen, und

- _ _ o= —ay2+l) _ b(y2—l) +2Cy
setzen wir: xl + xX2=s, X,x2=p, so erhalten wir: s= oky und p= 2ky
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Um y zu eliminiren, bringen wir diese beiden Gleichungen aui folgende Formen:

v b= 2K gy 1 20e—0)

y a y b

Daraus folgt y = - ks kp—C L —ks kp—C oaus durch Multi-
a b \Y a b

— k2s2 (kp—C)2
plication 2 b) 1. (28)
Diese Gleichung ist also die algebraische Integralgleichung der Differenzialgleichung:
dx. dx,,

DF(x,) DF(x2
Die letztere Gleichung giebt die transcendente Integralgleichung:
dxi + rx2 dx z
0 DF(xJ " 0 DF(x?
und dass fir xx=0 x2=z werden soll.
Um nun die entsprechende algebraische Gleichung zwischen xt, x2 und z zu finden,
mussen wir in der Gleichung (28) Xj=o0 und x2=2z setzen. W.ir erhalten dann: s=z

2
k2z? 1 oder P2K2ZL _py L co—1 da wir ba=1—C2 an-

bz ™
genommen haben. Diese Gleichung dient uns zur Bestimmung von C. Wir haben namlich:
b2k2z?2 = a2, oder: (I —C2)k2z2=1 + 2Ck + k2., oder C2.k2z? + 2k.C=k2z2— 1 — k2. Daraus

) o _—1+ D1l —z)(Ik2i2)_KF(z)—1
ergiebt sich: C= kz) k7 (29)

dz
j p .y weun Widr festsetzen, dass die Integrale von o anfangen,

und p=o0, und daher:

Diesen Werth von C mussen wir in die Gleichung (28) einsetzen. Zu diesem

Zwecke bringen wir diese Gleichung auf die Form:

1g2V202 p)21r202
—_— k2p? + 2Ckp—C2=Db2, oder - —k2p?2 4-2Ckp=Il (wegen b2=1-C22).

Nach dem Obigen ist aber b2k? le; also haben wir: ;22 -k2p2 + 2Ckp=1.

KF(z) —1 2 _
Setzen wir hier C= (=) S0 st k292+E)P(Kf(Z) i)=1’, oder:
kz2 z3 Z2

z-(1 + k2p2) -s? + 2p=2p.DF(z), oder:
z4(1 + k2p2)2—2z2(1 + k2p2)(s2—2p) 4- (s2—2p)2—4p2[1 — (1 + k2)z2 4- k2z4],

oder endlich: z4(1 —k2p2)2— 2z2[(1 + k2p2)(s2—2p) —2p2(l + K2)] + s2(s2—4p) =o0. (30

Es ist aber: x12.F(x2) + x22.F(x!) = (I + k2p2)(s2—2p) — 2p2(1 + k2), und:

[xj2 F(Xj)—x22.F (xt)] 2= (1—k2p2)2(s2 —4p)s2-
Also verwandelt sich die Gleichung (30) in folgende:
Z4(1_k2p2)4—2z2(1-k2p2)2[x12.F(x2) + X22F(X1)] +[x12.F(xI)-X22.F(X))]2=0.

Daraus folgt: z2(1—k2p?) 2 —x12.F(x2) 4-x22.F(x1) + 2xtx2 DF(Xj).F(x2); oder

z22(I —k2p2)2=| Xj IF(x2) + xX2. DF(xj]2. Mithin ist z(1 —k2p2)=2Xj. DF(x2) + x2. DP(x,j,

XX ) 1y 4 » o
oder endlich: z="1 . gk2x12x22 1 (31), das bekannte Additionstheorein fur sinam(u +v).
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