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Problem

Do najtrudniejszych probleméw w badaniach reprezentacyjnych nalezy zaliczy¢
brak mozliwosci otrzymania odpowiedzi od wszystkich jednostek wylosowanych do
proby. W literaturze przedmiotu, zaproponowano szereg rozwigzan niedogodnosci zwia-
zanych z nieobecnoscia w badaniu, por. G. Kalton, I. Flores-Cervantes (2003). Sku-
tecznos¢ proponowanych metod wigze sie jednak ze sporym zwiekszeniem kosztow, co
ktoci sie ze wspotezesnymi tendencjami w zakresie ekonomicznosci badan oraz maksy-
malnym wykorzystaniem wszystkich dostepnych zrodet informacji spoza proby.

Uzasadnienie wyboru tematu

Konieczno$é redukeji kosztow, a takze fakt, ze tradycyjne estymatory, znane z kla-
sycznej metody reprezentacyjnej, charakteryzuja sie, w przypadku istnienia brakdéw
odpowiedzi, zbyt duzym obcigzeniem i wariancja, wymusita potrzebe intensywnego
rozwoju odpowiednich technik estymacji. Stosowanie estymatoréw bezposrednich na
niskim poziomie agregacji przestrzennej, ze wzgledu na niewielka liczebnos¢ proby oraz
istniejace braki odpowiedzi, prowadzi¢ bedzie do niewtasciwych wynikow, por. C-E.
Sérndal, S. Lundstrém (2005). W rezultacie ich wykorzystanie w praktycznych bada-
niach prowadzonych przez urzedy statystyczne obarczone bedzie znacznymi bledami
nielosowymi. Posiadanie wtasciwych danych jest ponadto szczegdlnie wazne z punktu
widzenia samorzadéw terytorialnych, ktére zainteresowane sg informacjami dotycza-
cymi terytorium, na ktérym prowadza swoja polityke — rowniez w kontekscie warunkow
zycia, sytuacji materialnej i bytowej gospodarstw domowych.

Znaczenie kalibracji dla teorii i praktyki estymacji

W teorii estymacji duze znaczenie przywiazuje sie do btedow losowych. Jednakze,
jak zobaczymy takze w tej pracy, udziatl btedow nielosowych, czesto o charakterze
systematycznym jest duzo wigkszy od tych pierwszych. Zatem rozwdj takich technik
jak imputacja i kalibracja ma duze znaczenie dla teorii estymacji statystycznej, por.
J-C. Deville, C-E. Sérndal, (1992), N.T Longford (2005).

Wiele informacji niezbednych w prowadzeniu racjonalnej dziatalnosci zwigzanej
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z planowaniem i zarzadzaniem, jest publikowanych przez Gléwny Urzad Statystyczny
w roéznego rodzaju opracowaniach, dla catego kraju badz w przekroju wojewddztw. Dla
prowadzenia wtasciwej polityki spotecznej niezbedne s jednak aktualne informacje
dotyczace warunkow zycia, sytuacji materialnej i dochodowej gospodarstw domowych
na najnizszym poziomie terytorialnym — powiatu lub gminy. Ponadto duze odstepy
miedzy badaniami pelnymi (spisami), ktére nie zawsze dostarczaja niezbednych de-
cydentom danych, a takze dtugie okresy opracowywania wynikow, nie sg adekwatne
do biezacych potrzeb samorzadow terytorialnych. 7 kolei dane otrzymywane z badan
reprezentacyjnych, w odroznieniu od tych z badan petlych, nie zawsze moga by¢ wy-
korzystane ze wzgledu na niewielka liczebnos¢ proby oraz istniejace braki odpowiedzi
do oszacowania roznych parametrow na niskim poziomie agregacji z wykorzystaniem
estymacji bezposredniej.

Rosnacy popyt na informacje, w przekroju powiatéw i gmin oraz niedostatki kla-
sycznej estymacji bezposredniej, zmuszaja do poszukiwania nowych metod i technik
estymacji, ktore moga zosta¢ wykorzystane w badaniach statystycznych, w ktorych
istnieje problem matej liczebnosci proby oraz brakow danych.

Odpowiedzia na rosnace z jednej strony, zapotrzebowanie na informacje na niskim
poziomie agregacji, a wymogiem poprawy doktadnosci i precyzji szacunkéw z drugiej
strony, jest rozwijajaca sie od kilku lat intensywnie metoda oparta o system wag —
kalibracja.

Jest to najnowsza technika poswiecona zagadnieniu estymacji parametréw w po-
pulacji generalnej w badaniach z brakami odpowiedzi. Jej idea polega na tym, aby na
podstawie zawartych w probie danych i przy maksymalnym wykorzystaniu wszystkich
dostepnych informacji dodatkowych, sktadajacych sie na wektor zmiennych pomocni-
czych, dokona¢ estymacji — majac przy tym na uwadze, ze nie od wszystkich jednostek
bioracych udzial w badaniu uzyskano odpowiedz. Informacja ta wykorzystywana jest
w taki sposob, aby spetnione byly odpowiednie réwnania kalibracyjne. Wykorzystanie
wszelkich dostepnych informacji, poprzez jednoczesne spelienie odpowiednich warun-
kéw, ma na celu zniwelowanie negatywnego wplywu brakéw odpowiedzi. Wykorzystu-
jac te ideg, w odpowiedni sposob konstruuje si¢ estymatory kalibracyjne, ktére powinny
by¢ w mniejszym stopniu obcigzone i by¢ bardziej efektywne w poréwnaniu z estyma-
torami znanymi z klasycznej metody reprezentacyjnej, por. C-E. Sdrndal (2007) oraz
C-E. Sérndal, S. Lundstrom (2008).

Warto ponadto podkresli¢, ze w polskiej literaturze z zakresu metody reprezenta-
cyjnej, nie byto dotad powazniejszych opracowan poswieconych skutkom nieobecnosci
w badaniu. Takze w $wiatowej literaturze przedmiotu ,nonresponse” przeszedl zna-
mienng ewolucje od wysitkow uzyskania odpowiedzi ,za wszelka cene” do estymacji
wykorzystujacej alternatywne zrodta informacji posrednie;j.

Techniki estymacji parametrow w postaci estymatorow kalibracyjnych, ktore szcze-
gbolowo rozwazamy w pracy, nie sg u nas powszechnie znane i wykorzystywane. Jest to
nie tylko pierwsza tego typu praca w Polsce, ale i w sporej czesci Europy, poza Skandy-
nawia. Celem pracy jest zatem — miedzy innymi — wskazanie mozliwosci i korzysci jakie
datoby zastosowanie estymatorow kalibracyjnych w badaniach z brakami odpowiedzi,
co miatoby nieposlednig wartos¢ praktyczng dla Gtownego Urzedu Statystycznego.



Wstep

Cele i charakter pracy

Praca ma charakter metodologiczno-poznawczy, a dane stuza gtéwnie do weryfikacji
metod statystycznych. W warstwie metodologicznej poswiecona jest najnowszej
technice estymacji, ktora stosuje si¢ w warunkach, gdy w badaniu wystapiag braki
odpowiedzi. W warstwie teoretycznej — oprocz przegladu wystepujacych w litera-
turze estymatoréw kalibracyjnych — zaproponowano wtasne estymatory kalibracyjne
kwantyli, ktoérych konstrukcja opiera si¢ na zbiorze informacji o kwantylach zmiennych
pomocniczych. W warstwie empirycznej, w oparciu o autorskie programy na drodze
symulacji komputerowej, dokonano kompleksowej oceny rozwazanych w pracy estyma-
torow z wykorzystaniem rzeczywistych danych pochodzacych z NSP’2002 oraz danych
wygenerowanych z rozktadu logarytmiczno-normalnego. Wygenerowanie danych z tego
rozktadu wynikato z faktu, ze charakteryzuje sie on asymetrig prawostronng — podob-
nie jak rozktady wielu cech w badaniu budzetéow gospodarstw domowych. Rozwazania,
w ramach warstwy empirycznej, odnosza si¢ ponadto do podjetej proby zastosowania
estymatorow kalibracyjnych na potrzeby oszacowania wybranych kategorii wydatkow
gospodarstw domowych w przekroju powiatow wojewddztwa wielkopolskiego w 2002r.
Przeprowadzona analiza empiryczna miata charakter pionierskiej aplikacji estymato-
row kalibracyjnych w badaniu budzetéw gospodarstw domowych na tak niskim pozio-
mie agregacji przestrzennej i stuzyta w duzej mierze ocenie przydatnosci zastosowane;j
metodologii.

Problemem badawczym, podjetym w pracy, jest poszerzenie liczby szacowanych
parametrow o kwantyle rozktadu, weryfikacja zatozen i dowodow wtasnosci estyma-
torow kalibracyjnych oraz ocena ich przydatnosci do badan spoteczno-ekonomicznych
w przekroju powiatowym na przyktadzie budzetoéw gospodarstw domowych. Realiza-
cja gléwnego celu pracy zdeterminowala sformutowanie nastepujacych hipotez badaw-
czych:

e estymatory kalibracyjne charakteryzuja sie mniejszym obcigzeniem i wariancja
w poréwnaniu z estymatorami znanymi z klasycznej metody reprezentacyjnej,

e do oszacowania kategorii wydatkow gospodarstw domowych, w sytuacji duzej frak-
cji brakéw odpowiedzi, niezbedne jest podejscie kalibracyjne,

e estymatory kalibracyjne dostarczaja bardziej wiarygodnych ocen wydatkow gospo-
darstw domowych w przypadku znacznego odsetka brakéw odpowiedzi,

e estymacja kalibracyjna kwantyli poszerza instrumentarium w badaniach budzetow
gospodarstw domowych, w przekrojach regionalnych — w warunkach znacznego
odsetka odmoéw i innych bledéw nielosowych.

Weryfikacja przedstawionych powyzej hipotez badawczych podjeta zostata w ko-
lejnych rozdziatach pracy.

W pierwszym rozdziale przedstawiono charakterystyke dwoch najwazniejszych me-
tod statystycznych wykorzystywanych w badaniach statystycznych z brakami odpo-
wiedzi — imputacje i kalibracje. Wskazano na dotychczasowe obszary zastosowan tych
metod na $wiecie. Poruszone tam zagadnienia w znacznej czesci odnosza sie do do-
swiadczen Wegier, Kanady, Stanéw Zjednoczonych oraz panstw skandynawskich, por.
O. Eltets, M. Laszl (2002), C-E. Sérndal, S. Lundstrom (2005) . Szczegdlnie zwrd-
cono uwage na roznorodnosé zastosowan kalibracji w Szwecji, a takze proby aplikacji
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podejscia kalibracyjnego i imputacji w Polsce. Z racji nowej filozofii NSP’2011 opartej
na modelu mieszanym, wykorzystujacym rejestry administracyjne, wskazano rowniez
na mozliwe obszary zastosowan kalibracji w planowanych badaniach reprezentacyjnych
towarzyszacych spisowil.

W rozdziale drugim przedstawiono teoretyczne podstawy kalibracji w badaniach
statystycznych z brakami odpowiedzi. Wskazano zalety tej metody estymacji, jak
i pewne zagrozenia zwigzane z jej stosowaniem. Duzy nacisk zostal potozony na wy-
prowadzenie postaci wag kalibracyjnych estymatorow wartodci globalnej, zaktadajac
rozne warianty postaci wektoréw wartosci globalnych zmiennych pomocniczych. Udo-
wodniliémy? przy tym, nie tylko najwazniejsze twierdzenia odnoszace sie do postaci
wag kalibracyjnych, ale réwniez pewnych pozadanych wtasnosci samych estymatorow.
Wykorzystujac najnowsza literature dokonano ponadto przegladu najczesciej wyko-
rzystywanych w praktyce estymatoréw kalibracyjnych, por. P.S. Kott (2006), C-E.
Sarndal (2007) oraz C-E. Sérndal, S. Lundstrom (2008). ZwréciliSmy tez uwage na
korzyséci pltynagce z zastosowania tzw. podejscia funkcyjnego, opartego na koncepcji
wektora zmiennych instrumentalnych, ktére umozliwia konstrukcje wielu estymatorow
kalibracyjnych mogacych mieé¢ zastosowanie w badaniach statystycznych z brakami
odpowiedzi.

W rozdziale trzecim, w oparciu o metodologie konstruowania estymatorow kwan-
tyli zaproponowang przez T. Harmsa i P. Duchesne (2006), sformutowalismy system
twierdzen o postaci wag i wtasnosciach estymatoréw kalibracyjnych kwantyla rzedu
a. Uchylono przy tym krepujace zalozenia, ktore przyjeli autorzy. Przy konstrukeji
estymatorow kalibracyjnych zatozylismy, ze:

e nie od wszystkich jednostek wylosowanych do préoby uzyskaliSmy odpowiedzi,
znane moga by¢ kwantyle r6znych rzedéw zmiennych pomocniczych badz ich osza-
cowania.

W szczegolnosci udowodnilisSmy twierdzenie o:

1. wagach estymatora kalibracyjnego dla réznych wektorow zmiennych pomocniczych,
postaci estymatora kalibracyjnego, w przypadku gdy istnieje liniowa zalezno$¢ mie-
dzy zmienng badang a zmienng pomocnicza.

Punktem wyjscia do rozwazan w rozdziale czwartym byta koniecznos¢ zbadania
podstawowych wlasnosci estymatoréw kalibracyjnych. Poniewaz na drodze analitycz-
nej w zasadzie jest niemozliwe, aby poréwnaé obcigzenie i wariancje rozpatrywanych
estymatorow, dlatego podjeto prébe przeprowadzenia badan symulacyjnych w opar-
ciu o dwa zbiory danych, celem empirycznej oceny skutkéw brakéw odpowiedzi. Ko-
rzystajac z rzeczywistych danych, pochodzacych z NSP’2002, a dotyczacych sytuacji
mieszkaniowej w powiatach wojewodztwa wielkopolskiego, poddano empirycznej ocenie

LW roku 2010 przygotowywany jest Powszechny Spis Rolny (PSR’2010), a rok pézniej Narodowy
Spis Powszechny (NSP’2011). W obu spisach planuje sie szerokie wykorzystanie estymacji posrednie;
opartej na rejestrach administracyjnych i badaniach sondazowych. Bierze si¢ takze pod uwage wyko-
rzystanie estymatoréw kalibracyjnych, por. J. Dygaszewicz (2007).

2 W rozprawie stosujemy forme bezosobowa w odniesieniu do prac innych autoréw lub wiasnych,
mniej znaczacych rozwazan. Natomiast pierwsza osobe liczby mnogiej rezerwujemy sobie dla podkre-
slenia wlasnych, istotnych osiggnie¢ teoretycznych i poznawczych.
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obcigzenie i wariancje estymatoréw sredniej powierzchni mieszkan, opierajac sie przy
tym na rozwazanych w drugim rozdziale estymatorach kalibracyjnych wartosci global-
nej. Z kolei wykorzystujac dane wygenerowane z rozktadu logarytmiczno-normalnego,
podjeto prébe weryfikacji przydatnosci proponowanych w rozdziale trzecim estyma-
torow kalibracyjnych mediany. Badania symulacyjne wskazuja, ze nieobecnos¢ w ba-
daniu, w pewnych przypadkach, moze spowodowaé obcigzenie estymatora nawet do
25%. W obydwu rozwazanych badaniach symulacyjnych rozpatrywano rézne warianty
brakow odpowiedzi. Dokonana na podstawie symulacji ocena obcigzenia i efektywno-
Sci estymatorow, w powiazaniu z analiza dostepnych zrédel danych statystycznych,
miata réwniez na celu utatwi¢ podjecie decyzji o wyborze zastosowania konkretnych
estymatoréw w badaniu budzetow gospodarstw domowych.

W rozdziale piatym, podjeto prébe empirycznej oceny rozwazanych w rozdziale
drugim i trzecim estymatorow kalibracyjnych, na potrzeby estymacji wybranych ka-
tegorii wydatkéw gospodarstw domowych w przekroju powiatow wojewoddztwa wiel-
kopolskiego. Analiza przeprowadzona zostata w oparciu o dane pochodzace z bada-
nia budzetow gospodarstw domowych, w ktorym frakcja brakéow odpowiedzi czesto
przekracza 50%, a ktére jest badaniem, majacym bardzo duzy wplyw na konstruk-
cje roznych wskaznikéw gospodarczych, jak na przyktad indeksu cen towardéw i ustug
konsumpcyjnych. Jako zrédta zmiennych pomocniczych wykorzystano informacje z sa-
mego badania budzetéw gospodarstw domowych i z NSP’2002 o liczbie gospodarstw
domowych w poszczegdlnych powiatach. Uzyskane w rozdziale wyniki poddano me-
rytorycznej ocenie. Warto podkresli¢, ze przeprowadzona analiza empiryczna miata
charakter pierwszych zastosowan i shizyta w duzej mierze okresleniu przydatnosci
wybranych estymatorow kalibracyjnych. W rozdziale tym, szacowano nie tylko poziom
srednich wydatkéw gospodarstw domowych, ale réwniez ich mediang z wykorzystaniem
zaproponowanych w rozdziale trzecim estymatoréw kalibracyjnych kwantyli.

Zrédta danych statystycznych

Wybér okresu analizy podyktowany zostat dostepnoscia danych statystycznych
w przekroju powiatéw wojewoddztwa wielkopolskiego. Wynikato to z faktu, ze zastoso-
wanie niektérych rozwazanych w pracy estymatoréw kalibracyjnych, wymagato pota-
czenia informacji z dwoch zrodet, badania budzetow gospodarstw domowych i spisu,
ktory odbyt sie wtasnie w 2002 roku.

Pierwsze z rozwazanych zrédet jest jednym z najwazniejszych zbioréw informacji
o przychodach gospodarstw domowych, ich rozchodach, spozyciu oraz wyposazeniu
w dobra trwatego uzytkowania. Wyniki z badania budzetéow gospodarstw domowych
przedstawiane sa wedtug réznych grup spoteczno-ekonomicznych, wielkosci gospodar-
stwa domowego, typow biologicznych gospodarstw domowych, klasy miejscowosci za-
mieszkania, kwintyli dochodéw, makroregionéw i wojewoddztw. Badanie to jest prze-
prowadzane corocznie przez Glowny Urzad Statystyczny, a jego wyniki umozliwiaja
wszechstronng analize warunkéw zycia ludnosci w wielu ich aspektach. Z racji tego,
ze jest to badanie reprezentacyjne, mozliwe sg uogélnienia wynikéw na cata populacje
wszystkich gospodarstw domowych.

Jako drugie Zrédto informacji przyjeto w pracy dane z NSP’2002, ktéry dostarcza
mozliwie najpetniejszej informacji o stanie i strukturze ludnosci gospodarstw domo-
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wych i rodzin, a takze informacji o mieszkaniach i warunkach mieszkaniowych — na
najnizszym poziomie podziatu teryterionalnego kraju. Uwzglednia rowniez charakte-
rystyke zmian, jakie zaszty w czasie w podstawowych strukturach demograficzno- spo-
tecznych ludnosci, gospodarstw domowych i rodzin oraz zmian w wielkosci i standar-
dzie zasob6éw mieszkaniowych. Zawiera takze informacje niezbedne dla potrzeb tworze-
nia operatéw do badan reprezentacyjnych prowadzonych w gospodarstwach domowych
w latach pospisowych. Wyniki ze spisu uwzgledniono w ramach przeprowadzonych
w rozdziale czwartym badan symulacyjnych, celem empirycznej oceny skutkéw bra-
kow odpowiedzi. Informacje z tego zrodta wykorzystano takze w rozdziale ostatnim,
chcac zapewni¢ sobie sumowalno$é¢ wag kalibracyjnych do liczebnosci catej populacji.
W odniesieniu do badan symulacyjnych wykorzystano informacje o zasobach mieszka-
niowych w przekroju powiatéw wojewoddztwa wielkopolskiego. W przypadku rozdziatu
piatego, wykorzystano natomiast informacje o liczbie gospodarstw domowych w po-
szczegblnych powiatach, celem spelnienia odpowiedniego rownania kalibracyjnego.

Intencja autora byto rowniez zwrdcenie uwagi na mozliwosci, jakie daje podejscie
kalibracyjne na niskich poziomach agregacji danych. Nabierze to szczegdlnego zna-
czenia w kontekscie zblizajacego sie NSP’2011, w ktérym po raz pierwszy na szeroka
skale wykorzystane zostang rejestry administracyjne, ktére moga stanowi¢ potencjalne
zrodto zmiennych wspomagajacych. Wykorzystanie kalibracji, w warunkach tak kom-
pleksowej infrastruktury statystycznej, uwiarygodni wyniki w réznych przekrojach te-
rytorialnych i w znacznym stopniu przyczynié¢ sie¢ moze do zniwelowania ujemnego
wpltywu wystepujacego w kazdym badaniu problemu brakéw odpowiedzi.

Goraco chciatbym podziekowaé¢ Promotorowi pracy Panu prof. dr hab. Janowi Pa-
radyszowi za zyczliwg opieke podczas jej pisania, za wiele cennych wskazowek i rad
oraz za duchowe wspieranie mnie w chwilach zwatpienia.



Rozdziat 1

Przeglad metod estymacji w badaniach
statystycznych z brakami odpowiedzi

1.1. Braki odpowiedzi jako gltéwne zr6dto bltedow
nielosowych w badaniach statystycznych

W badaniach statystycznych jednym z gtéwnych zrodet btedéw nielosowych sa
braki odpowiedzi. Wystepuja one zaréwno w badaniach pelnych jak i czesciowych.
Chociaz moze sie wydawac, ze w spisach ludnosci czy w sprawozdawczosci statystycz-
nej przypadki nieudzielania odpowiedzi sa rzadsze anizeli w badaniach dobrowolnych,
takich jak na przyktad, badanie budzetow gospodarstw domowych, to nie jest to jednak
takie oczywiste. W badaniach towarzyszacych spisowi, jak na przyktad badanie dziet-
nosci kobiet NSP’1970 i NSP’1988 braki odpowiedzi siegaly 30%. Z kolei w badaniach
budzetéw gospodarstw domowych wskaznik braku odpowiedzi wahal sie w ostatnich
latach od 30% do 50%.

Wsrod brakow danych mozna wyrozni¢ catkowity oraz czeSciowy brak odpowiedzi
(por. rysunek 1.1)3. Z pierwsza sytuacja mamy do czynienia, gdy znane sg tylko dane
identyfikacyjne, a nie uzyskaliémy zadnych informacji od badanej jednostki, na przy-
ktad na skutek odmowy badz nieobecnosci w czasie przeprowadzenia badania. Z druga
sytuacja spotykamy sie, gdy jednostki badania nie udzielity odpowiedzi na niektoére
pytania. Najczesciej nieche¢ podania informacji podyktowana jest drazliwoscig py-
tania lub obawa o ich wykorzystanie przeciwko respondentowi (pytania o plany lub
zachowania prokreacyjne albo o wysokosé dochodéw). Istnieje zatem wiele powodow,
dla ktorych w badaniach wystepuja braki odpowiedzi. Do najczestszych nalezg niemoz-
nos¢ wziecia udzialu w badaniu ze wzgledu na wiek, chorobe, nieobecnos¢ w domu,

3 W dalszym ciagu pracy bedziemy stosowaé notacje zgodna z oznaczeniami z rysunku 1.1. Przez
N rozumieé¢ bedziemy liczebnosé populacji, n liczebno$é proby, a m liczebnosé zbioru respondentéw.
Same zbiory (populacje, prébe oraz respondentéw) oznaczaé bedziemy przez U, s i r odpowiednio.



1.1. Braki odpowiedzi jako gtéwne Zrédto bteddw nielosowych w badaniach statystycznych

Nierespondenci s'r Respondenc r
Liczebnoét n-m Liczebnoit m
r Populacja U

Liczebnost populaciy 1
" Czesciowy brak odpowiedzi

Pelne odpowiedzi

Calkowity hrak edpowiedzi

Froba s

Liczebnost préby n

Rysunek. 1.1. Zbiér respondentéw i nierespondentéw w badaniach statystycznych

Zrédlo: Uzupelnienie w oparciu o C-E. Sarndal., S. Lundstrom (2005)

zmiana miejsca zamieszkania. Czynniki te maja charakter obiektywny. Istnieja rowniez
powody majace charakter subiektywny, a wiec dana jednostka moglaby wzia¢ udziat
w badaniu, ale ze wzgledu na brak czasu czy nieche¢ do badania, odmawia udzielenia
odpowiedzi.

Bez wzgledu na przyczyny, jakie towarzysza brakom odpowiedzi, ich wystepowanie

jest zroédtem wielu ,zaburzen”. Jest tak dlatego, ze osoby, ktore odmawiajg wziecia
udziatu w badaniu badz nie udzielajg na niektore pytania odpowiedzi, na ogdt réznig
sie od tych, co biorg w nim udziat i dostarczaja niezbednych danych. Wskutek tego:

1.

Zmniejsza sie efektywny rozmiar badanej proby badz populacji, co ma niekorzystny
wplyw na wariancje estymatoréw powodujac ich zwigkszenie.

Uzyskane wyniki obciazone sa zbyt duzymi btedami. Wyznaczone oceny parame-
tréw znacznie odbiegaja od ich ,prawdziwych” wartosci, a skonstruowane na pod-
stawie proby przedziaty ufnosci réznych parametréw, koncentrujg sie wokot | ztych”
wartosci.

Rozktady wielu cech sa znieksztatcone i niemozliwe bedzie zastosowanie wielu kla-
sycznych metod statystycznych.

Zbyt niski wskaznik udzielonych odpowiedzi nie wptywa korzystnie na pozytywne
postrzeganie badania przez jego uzytkownikow i w skrajnych przypadkach moze sie
ono okaza¢ dla nich catkowicie bezuzyteczne.

W praktyce badan statystycznych stosuje sie réznego rodzaju metody, ktoérych ce-

lem jest zwiekszenie frakcji udzielonych odpowiedzi. Majg one zaréwno zastosowanie
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1.1. Braki odpowiedzi jako gtéwne Zrédto bteddw nielosowych w badaniach statystycznych

na etapie zbierania danych (na przyktad powtérne badanie jednostek, od ktorych nie
uzyskano danych, zastgpowanie jednostek nie podejmujacych badania innymi, stoso-
wanie réznych bodZcow — na przyklad finansowych) oraz na etapie ich opracowywania
(na przyktad imputacja, kalibracja).

Generalnie metody te mozna podzieli¢ na trzy zasadnicze grupy: prewencyjne, redu-
kujace frakcje brakow odpowiedzi oraz korygujace. Granica pomiedzy poszczegdlnymi
technikami w ramach wyréznionych grup nie zawsze jest ostra, przy czym mozna jed-
nak przyja¢ w ogélnosci, ze podejécie prewencyjne ma miejsce na etapie planowania
badania przed zebraniem danych, redukcja brakow odpowiedzi odbywa sie na etapie ich
zbierania, a korygowanie odbywa si¢ w procesie estymacji, kiedy zebrano juz niezbedne
informacje, por. S. Tingdahl (2004).

Metody prewencyjne, majace zapobiega¢ wystepowaniu brakéw odpowiedzi w ba-
daniach statystycznych, wywodzg sie z nauk o zachowaniu sie jednostek (psychologii,
socjologii) — co jest naturalng konsekwencja faktu, ze proces zbierania danych wy-
maga kontaktu z respondentem. Niezbedna jest wige tutaj znajomos¢ technik majacych
przetamac sceptycyzm i niecheé¢ respondenta do udzielania informacji oraz promuja-
cych pozytywne nastawienie do catego badania. Duza role odgrywaja w ramach tej
grupy metod, czynniki motywacyjne majace przekona¢ jednostke do wziecia udziatu
w badaniu?. Metody prewencyjne obejmujg réwniez zagadnienie konstrukeji kwestio-
nariusza ankietowego, odpowiednie przeszkolenie ankietera, sposob zbierania danych
oraz wtasciwe przygotowanie operatu losowania.

Metody redukujace frakcje brakow odpowiedzi obejmujg m.in. wysytanie moni-
tow z prosba o wrziecie udziatu w badaniu, ponowny kontakt telefoniczny, stosowa-
nie bodzZcow finansowych, zastepowanie jednostek, ktore nie wyrazaja checi wziecia
udziatu w badaniu innymi itd. W przypadku stosowania zastepowania, zwykle jed-
nostki zastepcze wybiera si¢ z proby rezerwowej kierujac si¢ zasada, aby mialy one
podobne cechy podstawowe jak jednostki nie podejmujace badan. Nie jest to jednak
reguty, gdyz w badaniu budzetéw gospodarstw domowych, jednostki zastepcze losuje
sie, a wiec moga sie one diametralnie rézni¢ od jednostek wylosowanych pierwotnie do
proby. Podobnie jak metody prewencyjne, w znacznej mierze wywodza si¢ one z nauk
o zachowaniu si¢ jednostek.

Trzecia grupa obejmuje roznego rodzaju metody estymacji i wazenia danych, kto-
rych celem jest zniwelowanie obcigzenia bedacego konsekwencja wystapienia w badaniu
brakéow odpowiedzi. Z racji tego, ze w kazdym — nawet najlepiej zaplanowanym ba-
daniu — wystepuja braki danych, metody statystyczne, rozwijane w ramach tej grupy,
odgrywaja coraz wiekszg role®. Szczegdlng role petnig tutaj réznego rodzaju metody
i techniki oparte o system wag — w tym podejscie kalibracyjne.

4 Przykladowo w badaniu budzetéw gospodarstw domowych stosuje sie bodzce finansowe dla
gospodarstw, ktore biora w nim udzial.

5 Metody prewencyijne i redukujace frakcje brakéw odpowiedzi znajduja sie poza gléwnym nurtem
rozwazan pracy. Istnieje jednak bardzo bogata literatura, ktora poswiecona jest metodom zapobiega-
jacym wystepowaniu brakow danych na etapie planowania badania i ich zbierania, por. P. Campanelli
(1997), C. F Cannell, P. V Miller i L. Oksenberg (1981), D.A. Dillman, J.J Eltinge, R.M Groves,
i R.J.A Little (2002), B. Knéuper, R.F Belli, D.H Hill, A.R Herzog (1997), J. Kordos (1988), E.D
Leeuw, J. Hox, i M. Huisman (2003). W pracy gléwny nacisk polozony zostanie na metody estymacji
w badaniach z brakami odpowiedzi, przy czym szczegdélowo zajmujemy sie tylko kalibracja, ktora
stanowi najnowsze osiggniecie metodologiczne w tym zakresie.
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1.2. Imputacja

W é$wiatowej literaturze przedmiotu ,nonresponse” przeszedt znamienng ewolucje
— od podejécia polegajacego na ograniczeniu si¢ w procesie estymacji tylko do zbioru
tych jednostek, dla ktérych znane sa wartoéci analizowanych cech®, poprzez wysitki
uzyskania odpowiedzi ,za wszelka cene”, az do estymacji wykorzystujacej alternatywne
zrodla informacji posrednie;j.

W literaturze przedmiotu przedstawia si¢ dwie podstawowe metody stosowane
w przypadku wystapienia brakéw odpowiedzi w badaniach statystycznych: imputacje
i kalibracje, por. C-E. Sérndal, S. Lundstrém (2005). Pierwsza polega na zastapieniu
brakujacych danych konkretnymi wartosciami celem uzyskania kompletnego zbioru
danych. Druga polega na odpowiednim ustaleniu wag, tak aby zredukowa¢ obcigzenie
wynikajace z istnienia brakéw odpowiedzi. Metodom tym poswiecone beda kolejne
podrozdziaty pracy.

1.2. Imputacja

W badaniach statystycznych, metody imputacji rozwinety sie na potrzeby spisow
przeprowadzanych w réznych panstwach na przetomie lat 50-tych XX wieku. Przy-
ktadowo, w kanadyjskim spisie ludnosci z 1950 roku stosowano tzw. metode Deminga
dla szacowania brakujacych danych, bazujaca na rozkladzie czestosci wartosci cech
W oparciu o wezesniej zgromadzone dane z poprzednich spisow.

Rozwd6j metod imputacji mozliwy byt dzigki postepowi, jaki miatl miejsce w in-
formatyce w latach 60-tych XX wieku. Jednym z pierwszych zastosowan komputera,
w procesie szacowania brakujacych danych, byt spis powszechny w Stanach Zjedno-
czonych z 1960 roku. W spisie tym po raz pierwszy na szeroka skale zastosowano
imputacje hot-deck w miejsce stosowanej wcze$niej metody cold-deck. Podobnie po-
czyniono w kanadyjskim spisie powszechnym z 1961 roku, w ktorym wykorzystanie
komputeréw umozliwito losowe uzupetnianie brakujacych danych w oparciu o rekordy,
dla ktérych odpowiednie informacje istnialty:.

Intensywny rozwdj teorii w zakresie imputacji miat miejsce w latach 80-tych XX
wieku. Istotny wktad w tym zakresie miata pionierska praca Rubina (1976) oraz Lit-
tle’a i Rubina (1987), w ktorych przedstawiono po raz pierwszy w kompleksowy sposéb
metody imputacji, ktére nastepnie stosowano z powodzeniem w wielu badaniach sta-
tystycznych.

Jeszcze do niedawna niektérzy statystycy okreslali imputacje mianem ,ostatniej
deski ratunku” w badaniach z brakami odpowiedzi, ktérej stosowanie w praktyce moze
przynies¢ wiecej szkod niz pozytku. W ostatnim czasie — dzigki intensywnemu rozwo-
jowi teorii i odpowiedniego oprogramowania — panuje jednak powszechny poglad, ze

6 Tylko w niektérych przypadkach mozna zastosowaé podejécie polegajace na pominieciu brakéw
odpowiedzi i ograniczeniu si¢ do jednostek, od ktérych uzyskaliSémy niezbedne dane (na przyklad gdy
frakcja brakéw odpowiedzi jest niewielka badz gdy istnial pewien losowy mechanizm generowania
brakéw odpowiedzi). W badaniach statystycznych taki ,zrandomizowany” mechanizm generowania
brakéw odpowiedzi jednak nie wystepuje. Wynika to z faktu, ze istnieja zazwyczaj istotne réznice
miedzy respondentami i nierespondentami. Dlatego przyjecie zatozenia, ze braki odpowiedzi maja
charakter losowy, bytoby Zrédtem wielu btedéw. Bardziej odpowiednie wydaje si¢ wiec uwzglednienie
faktu, ze dla niektérych obiektéw brak jest catkowicie badz cze$ciowo danych i dokonanie préby ich
wyszacowania badz skorygowania uzyskanych wynikéw — w oparciu o odpowiednio dobrane wagi.
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1.2. Imputacja

odpowiednio dobrana i zastosowana metoda imputacji moze stanowi¢ swego rodzaju
remedium na wystepujace w badaniach braki danych, por. R. Ren (2002).

Ponizej przedstawione zostang najczesciej wykorzystywane w praktyce metody sza-
cowania brakujacych danych. W pierwszej jednak kolejnosci zdefiniujemy imputacje,
wskazujac jednoczesnie na pewne pozadane jej wlasnosci.

Definicja 1 (C-E. Sarndal, S. Lundstrom, 2005). Imputacja jest to proces sza-
cowania brakujgcych lub eliminowania niepoprawnych danych, oparty na wykrytych
relacjach w zbiorze wartosci tych samych lub innych zmiennych (lub obserwacji), dla
ktorych danych nie brakuje.

7. powyzszej definicji wynika, ze zastosowanie imputacji prowadzi do przypisania
kazdej jednostce w miejsce brakujacych lub niewaznych danych jakiej$ wartosci. Ozna-
cza to, ze brakujace dane uzupetniane sg ich ,substytutami” i sa one z samej definicji
,wartosciami sztucznymi”. Nalezy jednak podkresli¢, ze aby imputacja odegrata swoja
role w badaniu musza by¢ spetnione trzy wazne zatozenia:

e imputacja nie powinna prowadzi¢ do obcigzen badz zmian rozktadow cech w zbiorze
danych oraz do wzrostu wariancji stosowanych estymatorow,

e proces imputacji w wiekszym stopniu powinien by¢ uzalezniony od danych po-
chodzacych z préby anizeli odwotywaé sie¢ do zatozen, co do natury brakujacych
danych,

e oszacowania waznych statystyk z proby nie powinny ,zbyt mocno” opieraé si¢ na
imputowanych danych.

W praktyce badan statystycznych bardzo trudno jest dochowaé powyzszych zato-
zen. Nalezy ponadto zachowaé szczegdlna uwage operujac na zbiorze danych, wsrod
ktorych znajduja sie rowniez dane imputowane. Nierozwazne uzycie imputacji moze
powaznie znieksztalci¢ uzyskane wyniki, co z kolei moze by¢ zrédtem Zle wyciagnietych
wnioskow. W literaturze przedmiotu, jak i w badaniach statystycznych, wykorzystywa-
nych jest wiele réznych metod imputacji. Imputowane wartosci mozna zaklasyfikowac
do jednej z trzech gltéwnych kategorii, por. C-E. Sérndal, S. Lundstrém (2005):

wartosci imputowane z wykorzystaniem statystycznych regut predykcyjnych,
wartos$ci imputowane uzyskiwane od jednostek badania majacych podobne cechy,
wartosci imputowane w oparciu o opini¢ ekspertéw.

Dwie pierwsze kategorie moga by¢ nazwane wspolnym terminem ,imputacyjnych
regut statystycznych”, poniewaz w procesie wyznaczania substytutow, wykorzystywane
sg roznego rodzaju narzedzia i techniki statystyczne. W ramach pierwszej kategorii wy-
korzystuje sie relacje zachodzace pomiedzy zmienng imputowang i innymi zmiennymi.
Natomiast w drugim przypadku wykorzystywana jest technika ,dawca-biorca”, w kto-
rej obiekt, dla ktorego imputujemy wartosci jakiej$ zmiennej, ,pozycza” wartosci od
innych, bardzo podobnych obiektow. Trzecia kategoria obejmuje z kolei metody oparte
na wiedzy i doswiadczeniu specjalistow z zakresu danego badania.

Dokonujac innego rozroznienia mozemy traktowaé imputowane wartosci jako lo-
sowe, (gdy procedura imputacyjna przypisuje rézne na ogbét wartosci zmiennym impu-
towanym dla réznych obiektéw — na przyklad imputacja typu hot-deck) oraz majace
charakter deterministyczny, (kiedy réznym obiektom dla imputowanych zmiennych
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1.2. Imputacja

przypisywane sg te same wartosci — na przyktad imputacja z wykorzystaniem $red-
niej).

Losowe przypisanie wartosci jakiemus obiektowi moze nastapi¢ od dowolnej innej
jednostki badania badz od jednostki, ktora zostata wylosowana z utworzonej wezesniej
tak zwanej homogenicznej grupy respondentéw [HGR], utworzonej w oparciu o pewien
zestaw cech wspolnych. Podobnie przypisanie $redniej dla jakiegos obiektu, dla kto-
rego brak informacji o jakiejs cesze moze nastgpi¢ w oparciu o wyliczong srednig dla
wszystkich innych jednostek badania, dla ktorych takie dane posiadamy badz mozna
si¢ ograniczy¢ do jej policzenia w ramach odpowiedniej grupy respondentéw.

Nalezy jednak podkresli¢, ze zastosowanie imputacji nie daje gwarancji, ze uzyski-
wane wyniki beda mniej obcigzone w poréwnaniu z wynikami, ktore uzyskalibysmy;,
gdyby nie miato miejsce ,fabrykowanie” danych. Dlatego nalezy imputacje stosowacé
z duza rozwaga, kierujac sie przy tym do$wiadczeniem badawczym, intuicja oraz rela-
cjami wykrytymi w zbiorze danych. Imputowane wartosci powinny by¢ bowiem ,bli-
skie” prawdziwym, cho¢ nieznanym na skutek braku odpowiedzi rzeczywistym warto-
Sciom.

W literaturze, jak i praktyce badan statystycznych, wykorzystywane sa najczesciej
nastepujace metody imputacji, por. C-E. Sdrndal, S. Lundstrém (2005), N.T Longford
(2005):7

Imputacja dedukcyjna — metoda stosowana w przypadku, gdy brakujace dane mo-
zna wyszacowa¢ w drodze dedukcji na podstawie innych informacji, ktére udato
sie uzyska¢ w wyniku badania. Jest ona bardzo popularna i czesto stosowana (na
przyktad, jesli nie ma informacji o ptci badanej osoby, to wiedzac ze nosi ona imie
zenskie 1 jest zamezna, wiadomo ze jest kobieta®).

Imputacja typu cold-deck — metoda polegajaca na zastapieniu brakujacych da-
nych wartosciami spoza proby — ze zrédel zewnetrznych (rejestréw administracyj-
nych, spisu) lub z badan poprzednich.

Imputacja regresyjna — metoda zastepowania brakujacych danych w oparciu o war-
tosci uzyskane z odpowiednio dobranego modelu regresji. Imputowang wartoscia
moze by¢ warto$¢ wprost z modelu badz tez warto$¢ regresyjna z uwzglednieniem
sktadnika resztowego. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

Yr - warto$¢ zmiennej y dla k-tej jednostki badania (zakladamy, ze wystepuje brak
danych dla tej zmiennej w k-tym obiekcie badania),

U - warto$¢ zmiennej y dla k-tej jednostki badania po zastosowaniu imputacji,
X - macierz wartosci zmiennych objasniajacych (zaktadamy, ze dla wszystkich

7 Niektérzy autorzy zaliczaja do metod imputacji techniki, w ktérych analizie poddawane sa
tylko te obiekty, dla ktérych dostepne sa wszystkie dane dla wszystkich zmiennych (innymi stowy
dokonywana jest eliminacja obiektéw, dla ktérych wystepuja dla jakich$ zmiennych braki odpowiedzi)
badz biora przy szacowaniu réznych parametréw dla jakiej$ cechy te obiekty, dla ktorych znane sa
wartosci tej zmiennej. Poniewaz w tym przypadku nie wystepuje oszacowanie brakujacych danych,
wiec tej techniki, nie bedziemy zgodnie z przedstawiong definicja, zalicza¢ do metod imputacji.

8 W przypadku badan prowadzonych w Polsce wystarczylaby wlaéciwie informacja, ze badana
osoba nosi imie¢ zenskie, zeby stwierdzié¢, ze jest kobieta, niemniej jednak w niektérych krajach infor-
macja o samym imieniu moglaby by¢ niewystarczajaca do stwierdzenia plci badanej osoby ze wzgledu
na fakt, ze to samo imie moze nosi¢ zaréwno kobieta jak i mezczyzna.
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jednostek badania znane sa wartosci wszystkich zmiennych objasniajacych).
W metodzie tej wartos¢ imputowana dla brakujacej danej wyraza si¢ wzorem:

gdzie:

-1

Wspotezynniki regresji Bl otrzymujemy stosujac klasyczng wazong metode naj-
mniejszych kwadratow w oparciu o dane uzyskane od respondentow, dla ktérych
znane sg wartosci zmiennej objasnianej i zmiennych objasniajacych.

Imputacja z wykorzystaniem Sredniej — jest to metoda zastgpienia brakujacych
danych przez srednig wartos¢ cechy, ktora jest obliczana dla wszystkich jedno-
stek, od ktorych uzyskano odpowiedzi lub od czesci jednostek po wcezesniejszym
ich przydzieleniu do odpowiednich klas imputacyjnych wedtug wartosci zmiennych
klasyfikujacych®. Metoda ta jest bardzo prosta w zastosowaniach, wykazuje jednak
pewne stabosci. Rozktad cechy w wyniku zastapienia brakujacych danych war-
tosciami $rednimi znieksztatca rzeczywisty rozktad cechy, parametry wyznaczone
w oparciu o te metode moga znacznie sie réznic¢ od ich prawdziwych wartosci, a nie-
ktére z nich moga w ogdle straci¢ swoja wartosé poznawcza (na przyktad odchylenie
standardowe czy wspotczynnik zmiennosci na skutek redukeji zmiennosci badanej
cechy). Stosujac ten rodzaj imputacji popetniamy btad systematyczny.

Predykcyjne dopasowane wedlug Sredniej — jest to pewna odmiana imputacji
regresyjnej, w ktorej nierespondentowi jest dobierany respondent na zasadzie naj-
blizszej warto$ci uzyskanej w oparciu o wyznaczony model regresji, przy czym
zamiast wartosci regresyjnej nierespondentowi przypisuje si¢ wartos¢ respondenta.

Imputacja z wykorzystaniem innej zmiennej — dla danej zmiennej X, dla ktérej
brakuje odpowiedzi dla niektérych obiektéw poszukiwana jest zmienna Y, ktora
jest blisko zwigzana ze zmienng X i moze by¢ uwazana za ,substytut” zmiennej
X. Brakujace dane dla obiektéw dla zmiennej X uzyskuje si¢ w oparciu o wartosci
jakie ma zmienna Y.

Imputacja metoda najblizszego sasiada — w metodzie tej imputowana wartoscig
dla cechy y dla k-tego obicktu badania jest gy = i), gdzie I(k) jest dawca dla
tego obiektu. Idea tej metody polega na tym, ze skoro dwa obiekty majg zblizone
lub te same wartosci dla pewnej grupy cech (to samo wyksztalcenie, pteé¢, wiek,
itd.) to powinny mieé réwniez zblizone wartosci dla cechy y. Dawca jest obiekt
[(k), ktéry nalezy do zbioru r wszystkich respondentéw, i dla ktérego wybrana
funkcja odlegltosci przyjmuje wartos¢ najmniejszg. Dawca jest wiec obiekt, dla kto-
rego wielowymiarowa funkcja odlegtosci obliczona pomiedzy wszystkimi obiektami
dawcami, a obiektem biorcg przyjmuje wartos¢ minimalng. Zaktadamy przy tym,
ze odlegtos¢ te liczymy w oparciu o pewne zmienne, ktore sg znane dla wszystkich

9 Pojecie klasy (grupy) imputacyjnej odnosi si¢ do roztacznych zbioréw, ktérych elementami sa
jednostki badania stanowiace obiekty o podobnych cechach. W ten sposéb powstaja klasy obiektéw
w miare jednorodnych. Gtéwnym celem tworzenia klas jest fakt, ze inne relacje zachodza w réznych
podgrupach wylosowanej préby. W badaniach spotecznych klasy takie czesto tworzy sie w oparciu
o takie zmienne klasyfikujace jak wiek, wyksztalcenie czy ple¢.
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dawcow jak i biorcy. Biorca przyjmuje zatem wartos¢ cechy y od dawcy, ktory mi-
nimalizuje odlegtos¢ liczong w oparciu o miar¢ odlegtosci Dy,. W przypadku, gdy
dawcy bedziemy szuka¢ postugujac sie tylko jedng zmienng, mozemy wykorzystac
funkcje odlegtosci postaci:

le = ‘l’l — LL’k| . (13)

W przypadku wielowymiarowym, gdy dawcy szukamy w oparciu o zbiér J zmien-
nych, wygodna w zastosowaniu jest metryka postaci:

Dy, = Z (l'jz - xjk)27 (1-4)

=1

gdzie x;; jest wartoScig j-tej cechy dla i-tego obiektu badania.

Imputacja typu hot-deck — w metodzie tej imputowana wartoscia dla cechy y dla
k-tego obiektu jest 9, = yix), gdzie [(k) jest dawca dla tego obiektu losowo wybra-
nym sposrod wszystkich obiektow, z kompletnym rekordem danych badz sposrod
takich obiektéw, ktére naleza do tej samej klasy imputacyjnej. Rozktad wartosci
cechy y po tak zastosowanym uzupeinieniu brakujacych danych wyglada catkiem
yhaturalnie” | ale wcigz moze roznic¢ sie w znaczacy sposob od rozktadu cechy jaki
uzyskalibysmy, gdyby wszystkie jednostki badania z proby s udzielity odpowiedzi
na pytanie odnoszace sie¢ do zmiennej y. Wynika to z faktu, ze respondenci jak
i nierespondenci moga si¢ r6zni¢ w odniesieniu do takich parametréow jak srednia,
odchylenie standardowe itd.

Imputacja w oparciu o opinie ekspertow — w procesie imputacji brakujacych in-
formacji wykorzystuje sie ekspertéw, ktorzy majgc wiedze na temat badanej po-
pulacji oraz wartosci jakie moglyby przyjmowaé¢ poszczegblne zmienne, studiu-
jac uwaznie poszczegolne rekordy, sa w stanie zaproponowaé realistyczne wartosci
w miejsce brakujacych danych.

Gltowny Urzad Statystyczny wykorzystywat imputacje w kilku prowadzonych przez
siebie badaniach. Na szeroka skale zastosowana ona zostata w prowadzonym przez
panstwa cztonkowskie Unii Europejskiej badaniu EU-SILC, a wdrozonym przez GUS
w Polsce w 2005 roku, por. GUS (2008). EU-SILC jest europejskim badaniem do-
chodéw i warunkow zycia, ktorego podstawowym celem jest dostarczenie poréowny-
walnych dla Unii Europejskiej danych dotyczacych dochodéw, ubdstwa oraz zjawiska
spotecznego wykluczenia. W prowadzonym przez GUS badaniu, jednostka badania jest
gospodarstwo domowe oraz wszyscy cztonkowie gospodarstwa, ktorzy do dnia 31 grud-
nia, w roku poprzedzajacym badanie, ukonczyli 16 lat. Informacje dotyczace sytuacji
catego gospodarstwa domowego spisywane sg na specjalnym kwestionariuszu gospo-
darstwa domowego (EU-SILC-1G), natomiast informacje dotyczace oséb w wieku 16
lat 1 wiecej — na kwestionariuszu indywidualnym (EU-SILC-11I).

Realizowane przez GUS europejskie badanie warunkéw zycia ma charakter dobro-
wolny i prowadzone jest technika bezposredniego wywiadu z respondentem z zastoso-
waniem kwestionariuszy papierowych (tzw. metoda PAPI). W przypadku wywiadu
indywidualnego, dopuszczato sie ponadto realizacje tzw. wywiadu zastepczego, prze-
prowadzonego z inng osoba z gospodarstwa domowego, ktéra mogla udzieli¢ wiary-
godnych informacji o osobie objetej badaniem (dotyczy to oséb zaliczonych do sktadu
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gospodarstwa domowego, a nieobecnych w miejscu zamieszkania w okresie trwania
badania).

W celu wyboru proby zastosowano schemat losowania dwustopniowego, warstwo-
wego z roznymi prawdopodobienstwami wyboru na pierwszym stopniu — podobnie jak
w badaniu budzetéw gospodarstw domowych. Jako operat losowania wykorzystano
Urzedowy Rejestr Podziatu Terytorialnego Kraju TERY'T, przy czym jednostkami
losowania pierwszego stopnia byty obwody spisowe, za$ na drugim stopniu losowano
mieszkania, w ramach ktoérych badane byty wszystkie gospodarstwa domowe (razem
w badaniu udziat wzieto 16 263 gospodarstw domowych).

Ze wzgledu na dobrowolny charakter badania, jednym z gtéownych zrodet btedow
byty braki odpowiedzi. W przypadku kwestionariusza gospodarstwa domowego, wskaz-
nik catkowitego braku odpowiedzi wyniést 30%, a w przypadku kwestionariusza indy-
widualnego 33%. Tak wysoka frakcja brakow odpowiedzi wymusita konieczno$é impu-
tacji danych.

W zaleznosci od rodzaju i charakteru brakujacych informacji w badaniu EU-SILC,
zrealizowanym w 2005 roku, zastosowano rézne metody imputacji: metode hot-deck,
imputacje regresyjng oraz imputacje dedukeyjna!®.

Zastosowanie metody hot-deck przeprowadzono w ramach klas imputacyjnych,
ktore zostaly stworzone w oparciu o warto$ci zmiennych kategoryzujacych. W przy-
padku brakéow dawcéw, w obrebie danej klasy imputacyjnej, stosowano podejscie se-
kwencyjne polegajace na ograniczaniu zmiennych kategoryzujacych poprzez stopniowg
eliminacje zmiennych najmniej waznych, az do momentu, w ktérym klasa imputacyjna
byta niepusta.

W przypadku imputacji regresyjnej, zastosowane zostaty dwie jej odmiany: impu-
tacja regresyjna z losowymi resztami rzeczywistymi i imputacja regresyjna determini-
styczna. W odniesieniu do pierwszej z nich przyjmowano logarytmiczna badz wyktad-
nicza funkcje regresji. Wartoscig imputowana dochodu byta suma wartosci teoretycznej
otrzymanej z modelu i reszty wylosowanej sposrod rzeczywistych reszt otrzymanych
przy jego estymacji, przy czym zbior rekordéw, sposréd ktorych losowana byta reszta
ograniczany byt do najblizszych rekordowi imputowanemu, ze wzgledu na wartos¢
teoretyczna uzyskana z modelu. W przypadku imputacji regresyjnej deterministycznej
zastosowano jej klasycznag wersje tj. za warto$¢ imputacyjng przyjmowano wartosé
teoretyczng z modelu regresji.

Metoda hot-deck stosowana byta zwlaszcza w tych sytuacjach, w ktorych liczba
rekordéw do imputacji byta stosunkowo niewielka badz gdy nie udato si¢ znalezé od-
powiednio dopasowanego do danych empirycznych modelu regresji. Z kolei imputacja
dedukcyjna wykorzystywana byta tylko w wyjatkowych sytuacjach, gdy uzupetienie
brakujacych danych na podstawie stwierdzonych zaleznosci byto oczywiste!!.

Sposrod innych badan, w ktorych zastosowano imputacje, na uwage zastuguje Po-
wszechny Spis Rolny 2002, ktory swym zasiegiem objal gospodarstwa rolne o po-
wierzchni uzytkow rolnych powyzej lha, gospodarstwa indywidualne o powierzchni

10 Imputacje w zakresie zmiennych dochodowych przeprowadzono w oparciu o ogblne zasady
imputacji okreslone w rozporzadzeniu Komisji Europejskiej nr 1981/2003 z 21 pazdziernika 2003
roku.

11 Szczegblowy opis zmiennych, w odniesieniu do ktérych stosowana byta imputacja oraz wyniki
przeprowadzonych analiz, mozna znalezé¢ w raporcie z badania EU-SILC 2006r., por. GUS (2008).
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uzytkow rolnych od 0,1 do 1 ha, osoby fizyczne bedace wtascicielami zwierzat gospo-
darskich, nie posiadajace uzytkéw rolnych lub posiadajace uzytki rolne o powierzchni
mniejszej niz 0,1 ha oraz réznego typu pozostate gospodarstwa rolne. W przypadku
gospodarstw rolnych, ktorych uzytkownicy odmoéwili udziatu w Powszechnym Spisie
Rolnym 2002 r. oraz w tych sytuacjach, gdy kontakt z uzytkownikami gospodarstw
byt niemozliwy, dokonano imputacji podstawowych danych o gospodarstwie, por. GUS
(2003a).

Wykorzystanie imputacji na szeroka skale planuje si¢ réwniez w zblizajacych sie
spisach PSR’2010 i NSP’2011, ktore oparte beda po raz pierwszy na mieszanej metodzie
zbierania danych. W Polsce dotychczas przeprowadzone spisy opieraty sie na podejsciu
klasycznym, ktéry polegal na zatrudnianiu rachmistrzow spisowych, odwiedzajacych
wszystkie zamieszkane jednostki i zapisujacych uzyskane od respondentéw informacje
na tradycyjnych formularzach spisowych, przygotowanych w wersji papierowe;j.

Koncepcja modelu mieszanego — z powodzeniem realizowanego w panstwach skan-
dynawskich — bedzie polegata na potaczeniu metody wykorzystania danych z reje-
stréw administracyjnych z badaniami reprezentacyjnymi. Jedynie w sytuacjach, w kto-
rych zidentyfikowane podmioty nie beda objete rejestrami badz w przypadku, gdy
dane o nich beda szczatkowe, przewiduje sie przeprowadzenie spisu uzupehiajacego
z wykorzystaniem rachmistrzow i formularzy elektronicznych. Planuje sie przy tym wy-
korzystanie w maksymalnym stopniu rejestrow administracyjnych — tak, aby wszystkie
zmienne obowigzkowe znalazty pelne pokrycie w istniejacych zroédtach administracyj-
nych!?

Jednym z zalozen planowanego spisu jest to, aby w przypadku zmiennych obowiaz-
kowych (tzw. core topics), ktérych wartosci nie bedzie mozna znalezé w dostepnych
rejestrach i systemach administracyjnych, juz na poziomie mikro stosowa¢ metody im-
putacji brakujacych danych, tak aby budowane w oparciu o kompletny zbiér rekordéw
modele matematyczno-statystyczne umozliwiaty poprawng estymacje na poziomie ma-
kro. Planuje sie przy tym nie tylko zastepowanie brakéw w jednych rejestrach danymi
z innych, ale réwniez ich imputacje w oparciu o informacje pozyskane z réznych badan
reprezentacyjnych.

W celu opracowania modelu relizacji NSP’2011 powotana zostala specjalna pod-
grupa ds. metod statystyczno-matematycznych na rzecz spisu, ktérej gtéwnym celem
bedzie opracowanie koncepcji prac zwigzanych z estymacjg posrednia dla matych ob-
szarOw, imputacjg i kalibracja. Efektem prac tej podgrupy ma by¢ wypracowanie me-
todyki umozliwiajacej estymacje brakujacych danych (imputacje) oraz zastosowanie
kalibracji i metod estymacji poéredniej (statystyka matych obszaréw!3) na potrzeby
NSP’2011 w réznych przekrojach terytorialnych'4.

12 Szczegblowy opis zatozen metodologicznych oraz kompleksowej wizji spiséw powszechnych —
PSR’2010 i NSP’2011 mozna znalezé w opracowaniu J. Dygaszewicza (2007).

13 Estymatory posrednie znane ze statystyki malych obszaréw nazywaé bedziemy zamiennie es-
tymatorami klasy SMO.

14 W sklad powotanej podgrupy na rzecz NSP’2011 weszli réwniez pracownicy Katedry Staty-
styki Wydziatu Informatyki i Gospodarki Elektronicznej Uniwersytetu Ekonomicznego w Poznaniu.
W ramach wykonanych do tej pory przez podgrupe prac w oparciu o dane rzeczywiste z NSP’2002
i PSR’2002 przeprowadzono szereg analiz i badan symulacyjnych nad wtasnosciami estymatoréw od-
pornych, kalibracyjnych i klasy SMO, por. G. Dehnel (2009), E. Gotata (2009), T. Klimanek (2009)
i M. Szymkowiak (2009).
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Planowana integracja danych z rejestréw administracyjnych, umozliwitaby impu-
tacje brakujacych informacji w badaniach reprezentacyjnych towarzyszacych spisowi
oraz w innych badaniach statystycznych, ktore odbeda sie po spisie. Nalezy jednak
podkresli¢, ze ze wzgledu na skale przedwsieziecia i fakt, ze imputacja danych ma sie
odbywaé¢ na poziomie jednostkowym, zadanie to z racji ograniczen czasowych bedzie
trudne do zrealizowania badz calkowicie niewykonalne. Dlatego zasadne wydaje sie
w planowanym spisie przypisanie wiekszej roli — niz imputacji — metodom estymacji
parametréw w przypadku wystepowania brakow danych (kalibracja) oraz wykorzysta-
nie estymacji posredniej, ktora umozliwi oszacowanie réznego rodzaju parametréw na
bardzo niskich poziomach agregacji przestrzennej!®.

1.3. Kalibracja

Kalibracja, w swych réznych formach, stata sie na przestrzeni ostatnich lat wazng
metodg wykorzystywang w estymacji roznych parametréow w badaniach statystycznych
z brakami odpowiedzi. Kalibracja — jako nowy termin w metodzie reprezentacyjnej
— a szerzej, w statystyce malych obszarow pojawit sie w literaturze, w znaczeniu
opisywanym w pracy, okoto 15 lat temu. Nalezy jednak podkresli¢, ze zastosowanie od-
powiednich metod wazenia, z uwzglednieniem wag bedacych odwrotnosciami prawdo-
podobienstw inkluzji jednostek do proby, znane byto duzo wezesniej, por. M.H Hansen,
W.N Hurwitz (1943). Kalibracja, w ujeciu prezentowanym w pracy, jest rozszerzeniem
tych metod — w oparciu o odpowiednie wykorzystanie zmiennych pomocniczych.

Kalibracja jest zatem jedna z metod opartych na systemie wag, ktéra mozna wy-
korzysta¢ w badaniach statystycznych z brakami odpowiedzi'®. To co ja w istotny
sposéb odréznia od innych metod, to takie wykorzystanie zmiennych pomocniczych,
aby spetnione byty odpowiednie réwnania kalibracyjne przy jednoczesnym minimalizo-
waniu odlegltosci miedzy wartosciami wag wynikajacymi ze schematu losowania préoby,
a wagami kalibracyjnymi.

Podstawy teoretyczne kalibracji zostaty sformutowane w pionierskiej pracy Sarnda-
la i Deville’a (1992) z poczatku lat 90-tych XX wieku, w ktorej autorzy przedstawili
spos6b konstrukeji estymatora kalibracyjnego wartosci globalnej, w ktérym wagi (tak
zwane wagi kalibracyjne) uzyskane zostaly z wyjsciowych wag — wynikajacych ze
schematu losowania proby — w oparciu o wykorzystanie informacji zawartych w wek-
torze zmiennych pomocniczych. W podejsciu tym autorzy przyjeli zalozenie, ze znane
sg wartosci globalne zmiennych pomocniczych oraz, ze w odniesieniu do tych zmien-
nych, znane sg ich wartosci dla wszystkich jednostek na poziomie proby. Koncepcja
ta stata si¢ punktem wyjscia do zastosowania podobnego podejscia w odniesieniu do

15 Jak pokazuja doéwiadczenia holenderskie, zastosowanie imputacji na szeroka skale, tylko
w przypadku niewielu zmiennych, moze prowadzi¢ do wiarygodnych wynikow. W wielu jednak sy-
tuacjach sg one mato przekonywujace, a czasami prowadza do niewiarygodnych oszacowan réznych
parametréw, por. B. Kroese, R.H Renssen, M. Trijssenaar (2000).

16 Wsréd innych metod, ktére byty badz w dalszym ciagu sa wykorzystywane w badaniach z bra-
kami odpowiedzi, mozna wymieni¢ warstwowanie po wylosowaniu, raking, klase uogélnionych estyma-
toréw regresyjnych (GREG) oraz modele wazonej regresji logistycznej. Szczegélowy opis tych metod
wraz z ich praktycznym zastosowaniem w badaniach z brakami odpowiedzi, mozna znalezé w pra-
cach Kaltona i Floresa-Cervantesa (2003), Sérndala i Lundstréma (2005) oraz Deville’a, Sdrndala
i Sautorego (1993).
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badan z brakami odpowiedzi. Idea wykorzystania zmiennych pomocniczych — znana
juz w wielu innych obszarach statystyki — nabrata nowego znaczenia w odniesieniu
do tego typu badan. Data réwniez asumpt do rozwoju teorii w ramach szerszego nurtu
— statystyki matych obszarow — w odniesieniu do tej jej czesci, ktéra poswigcona
jest wptywowi brakéw odpowiedzi na wyniki estymacji. Podobnie, jak w przypadku
statystyki matych obszaréw, w podejéciu kalibracyjnym wazna role odgrywa koncepcja
maksymalnego wykorzystania danych z wszelkich dostepnych Zrédet informacji. To, co
jednak odréznia kalibracje od klasycznej estymacji poséredniej, to specyficzne jej wyko-
rzystanie, tzn. w taki sposéb, aby spetnione byly odpowiednie rownania kalibracyjne
przy jednoczesnym minimalizowaniu funkcji odlegto$ci miedzy wagami wynikajgcymi
ze schematu losowania proby, a wagami kalibracyjnymi. Druga istotng réznica miedzy
estymatorami kalibracyjnymi, a estymatorami klasy SMO jest mozliwos¢ dokonywania
szacunkow w przypadku tzw. proby zerowej. W przeciwienstwie do niektorych esty-
matoréw statystyki matych obszaréw, nie ma mozliwosci zastosowania estymatoréw
kalibracyjnych w sytuacji, gdy nie dysponujemy zadng informacja z proby na temat
badanej zmienne;j.

Pionierskie dzieto Sarndala i Deville’a stanowito punkt wyjscia dla wielu prac,
w ktoérych autorzy podejmowali proby konstrukeji estymatorow kalibracyjnych dla in-
nych anizeli wartosé globalna, parametréw. W. Changbao i Y. Luan (2003) w oparciu
o idee Deville’a i Séarndala, zaproponowali wykorzystanie kalibracji do konstrukeji esty-
matoréw wariancji. Z kolei, T. Harms i P. Duchesne (2006) postuzyli sie nia w procesie
budowy estymatoréw kalibracyjnych dla kwantyli'”.

Intensywny rozwdj teorii oraz pojawiajace si¢ coraz czedciej praktyczne zastoso-
wania kalibracji w réznych dziedzinach zycia, znalazty swoje odzwierciedlenie w po-
staci referatow, z czego znamienita wiekszos¢ publikowana jest w renomowanych cza-
sopismach (,,Survey Methodology”, ,Journal of Official Statistics”, ,Journal of the
American Statistical Association”). Jej rozwéj stanowil réwniez podstawe organizacji
miedzynarodowych konferencji poswieconych podejsciu kalibracyjnemu. Wéréd nich
nalezy wymieni¢ — przede wszystkim — zorganizowang w 2007 roku przez Kanadyjski
Urzad Statystyczny ,Workshop on Calibration and Estimation in Surveys (WCES),
oraz zorganizowana w Kuusamo ,Second Baltic-Nordic Conference on Survey Sam-
pling”.

Wraz z rozwojem metodologii pojawito sie odpowiednie oprogramowanie, ktére
wykorzystywane jest w praktycznych zastosowaniach przez urzedy statystyczne roz-
nych panstw (na przykltad, w Belgii G-Calib, Calmar we Francji, Bascula w Holandii,
GES w Kanadzie i CLAN 97 w Szwecji). Programy te w wiekszosci napisane zostaty
w jezyku 4GL w systemie SAS. Wyjatek stanowi Bascula oprogramowana w Delphi

17 Autorzy zaproponowali metode wyznaczania estymatora kalibracyjnego kwantyla rzedu o, za-
ktadajac, ze znane sg wartosci zmiennej y na poziomie calej proby s. Innymi stowy nie rozpatrywali
sytuacji, w ktérej moga istnie¢ braki odpowiedzi dla tej zmiennej. W rozdziale 3 dokonujemy rozsze-
rzenia rozpatrywanego przez autoréw podejscia — uwzgledniajac wpltyw brakéw odpowiedzi. Wypro-
wadziliSmy réwniez posta¢ wag uogélnionego estymatora kalibracyjnego kwantyla rzedu « zaktadajac,
ze znane sa kwantyle dowolnych rzedéw zmiennych pomocniczych na poziomie catej populacji badz
ich oszacowania z proby. Jest to daleko idace uogoélnienie koncepcji T. Harmsa i P. Duchesne, ktorzy
w odniesieniu do zmiennych pomocniczych zaktadali, ze do wyznaczenia estymatora kalibracyjnego
kwantyla rzedu « zmiennej y znane sg réwniez kwantyle rzedu « dla kazdej zmiennej pomocniczej —
por. definicja (18) oraz twierdzenie (11).
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oraz G-Calib, ktérego kod zostat zaimplementowany w pakiecie SPSS. W pakietach
tych, zagadnienie poszukiwania estymatoréw kalibracyjnych, sformutowane zostato
jako nieliniowy problem optymalizacyjny polegajacy na poszukiwaniu wag kalibra-
cyjnych w = (wy, ... ,wn)T, ktére minimalizuja pewna funkcje odlegtosci tak, aby
spetione byly odpowiednie rownania kalibracyjne, a wyznaczone wagi znajdowaly sie
w pewnym z gory ustalonym przedziale.

Ujmujac zagadnienie bardziej formalnie, problem poszukiwania wag kalibracyjnych
mozna opisa¢ w nastepujacy sposob. Niech d = (dy, ... ,dn)T bedzie wektorem wag
wynikajacych ze schematu losowania proby, a w = (wy, ... ,wn)T poszukiwanym wek-
torem wag kalibracyjnych, gdzie n oznacza liczebnosé proby. Niech G bedzie dowolng
funkcja spetniajaca nastepujace warunki:

G (-) jest scidle wypukta i dwukrotnie rézniczkowalna,
G(-) >0,
G(1)=0,

G"(1)=1.

Zatozmy, ze celem badania jest oszacowanie wartosci globalnej zmiennej y, tj.

N
=1

gdzie N oznacza liczebnos¢ populacji, a y; warto$¢ zmiennej y dla ¢ — tej jednostki, 1 =
1,..., N. Niech ponadto x1, ..., z; 0znaczajg zmienne pomocnicze, ktére wykorzystane
zostang w problemie wyznaczania wag kalibracyjnych, a X; oznacza warto$¢ globalng
zmiennej xj, j = 1,..., k, tj.

N
Xj = inj’ (16)
i=1

gdzie x;; oznacza warto$¢ j — tej zmiennej pomocniczej dla 7 — tej jednostki badania.
Problem poszukiwania wag kalibracyjnych w ujeciu matematycznym mozna przed-
stawi¢ w nastepujacy sposob.

(W1) Minimalizacja funkcji odlegltosci:
D(w,d)=> dG (?) — min, (1.7)
i=1 i

(W2) Réwnania kalibracyjne:

ZwiIZ‘j:X]‘, jzl,...,k, (18)
i=1
(W3) Warunki ograniczajace:
L<%<U, edziec: L<1iU>1,i=1,...,n. (1.9)
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Pierwszy z warunkéw (W1) orzeka, ze wagi kalibracyjne powinny by¢ w taki sposéb
wyznaczone, aby byly mozliwie bliskie — w sensie przyjetej funkeji odlegtosci — wa-
gom wynikajacym ze schematu losowania proby. Funkcja G mierzy odlegto$é¢ miedzy
ilorazem wag ¢, a 1. Warunek drugi (W2) stanowi istote teorii kalibracji i orzeka,
ze wagi powinny by¢ tak dobrane, aby po ich zastosowaniu do wszystkich zmiennych
pomocniczych uzyska¢ ich wartosci globalne. Jezeli ten warunek bedzie spetniony, to
rowniez po wykorzystaniu tych wag do zmiennej y, powinniémy dostaé¢ ocene wartosci
globalnej bliska jej prawdziwej wartosci. Trzeci z warunkéw (W3) jest tzw. warunkiem
ograniczajacym, ktéry zapobiega¢ ma sytuacjom, w ktérych uzyskane wagi kalibra-
cyjne przyjmuja wartosci ujemne badz ekstremalne.

Warunki (W1) i (W3) moga zosta¢ uchylone. W podejsciu funkeyjnym (por. pod-
rozdziat 2.5, str.40) nie zaklada sie bowiem, przy wyznaczaniu estymatoréow kalibra-
cyjnych, aby wagi kalibracyjne byty bliskie wartosciom wag wynikajacych ze schematu
losowania proby w sensie przyjetej funkcji odlegtoéci. Uchylenie tego zaltozenia po-
woduje, ze dobierajac w odpowiedni sposob tzw. wektor zmiennych instrumentalnych
mozna uzyskaé szeroka klase estymatoréw o réznej postaci i wtasnosciach. Z kolei pomi-
niecie warunku trzeciego, jest w zastosowaniach praktycznych czesto wygodne, gdyz
wowcezas istnieje mozliwo$¢ wyznaczenia wag kalibracyjnych wprost ze wzoru — bez
koniecznosci stosowania skomplikowanych algorytméw numerycznych. Nalezy jednak
pamietac¢ o tym, ze przy niewtasciwie dobranym wektorze zmiennych pomocniczych,
uchylenie tego zatozenia moze prowadzi¢ do powstania ujemnych badz ekstremalnych
wag!®.

Istnieje réwniez pewna dowolnos$¢ przy wyborze funkcji G (+). Najczesciej rozwaza
sie w literaturze nastepujace jej postacie, por. J-C. Deville, C-E. Sarndal (1992), C-E.
Sarndal (2007), A. Plikuskas (2007):

Gy (z) = ;(x —1)2, (1.10)
Gy (z) = (121)27 (1.11)
Gs(x) =z (logz — 1) + 1, (1.12)
Gy(x) =22 — 4z + 2, (1.13)
Gs (x) = 105 lx sinh [04 (t - )} dt, (1.14)

gdzie « jest dodatnim parametrem, pozwalajacym sterowaé stopniem rozrzutu wag
kalibracyjnych w stosunku do wag wynikajacych ze schematu losowania préby (do-
myslnie parametr przyjmuje warto$¢ 1), a sinh jest funkcja sinusa hiperbolicznego
zdefiniowanego jako sinh (z) = £=£—

Kalibracja jest z powodzeniem wykorzystywana w praktyce badan statystycznych
z brakami odpowiedzi przez urzedy statystyczne wielu panstw. Wegierski Urzad Sta-
tystyczny stosuje ja w dwoch badaniach statystycznych: w badaniu budzetéw gospo-

darstw domowych od 1994 roku i w badaniu aktywnosci ekonomicznej ludnosci od

18 W pracy zakladaé¢ bedziemy, ze wyznaczane wagi kalibracyjne spetiaé beda pierwsze dwa
warunki badZ tylko drugi z nich (podejécie funkcyjne). Umozliwi to, przy odpowiednio dobranej
funkcji odlegloéci, wyznaczenie jawnej postaci wektora wag kalibracyjnych.
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1995 roku, por. — O. Elteté, M. Laszlé (2002). Mimo stosowania czynnikéw motywu-
jacych (w postaci pieniedzy), a majacych zacheci¢ gospodarstwa domowe do wziecia
udzialu w badaniu, frakcja brakéw odpowiedzi wynosita 40% i od 4% do 15% w BBGD
i BAEL odpowiednio na przestrzeni lat 1994-2000. W badaniach prowadzonych przez
Wegierski Urzad Statystyczny wykorzystywana jest tzw. uogélniona iteracyjna metoda
skalowania (kalibracji) wyrazajaca sie tym, ze jako funcje odlegtodci przyjmuje sie:

m

D(w,d)=> (wi log % —w; + di> : (1.15)

i=1

a zatem funkcja G (x) okre$lona jest wzorem (1.12). W metodzie tej poszukiwanie
wektora wag w bedacego rozwigzaniem odpowiednich rownan kalibracyjnych, odbywa
sie w oparciu o algorytm iteracyjny, ktoéry w kolejnych krokach dopasowuje wagi tak,
aby znalez¢ przyblizone rozwiazanie rownan kalibracyjnych przy jednoczesnym zmniej-
szaniu wartosci funckji odleglosci (1.15)1.

W obydwu badaniach, na potrzeby kalibracji, wykorzystuje sie w konstrukcji wek-
tora wartoéci globalnej — pelnigcego role kontrolng?® — informacje o pewnych cha-
rakterystykach demograficznych. Przyktadowo, w badaniu budzetéw gospodarstw do-
mowych bierze sie pod uwage informacje o liczbie gospodarstw domowych, liczbie
0s6b o okreslonym poziomie wyksztatcenia, ptci, wieku oraz aktywnosci ekonomiczne;j.
Przyjecie tak wielu zmiennych pomocniczych w wektorze wartosci globalnych wymaga
zazwyczaj rozwigzania wielu réwnan kalibracyjnych przy jednoczesnym poszukiwa-
niu minimum funkcji odleglosci, co nie zawsze musi prowadzi¢ w przyjetej iteracyjnej
metodzie do znalezienia wektora wag kalibracyjnych w?!.

Na szeroka skale podejscie kalibracyjne wykorzystywane jest w panstwach skan-
dynawskich (zwlaszcza w Szwecji)*2. Przyktadowo, w Szwecji kalibracja zastosowana
zostala w badaniach nad jakoscig zycia i zdrowia, w ktérych frakcja brakéow odpo-
wiedzi wynosita 35%. Jako zmienne wspomagajace wykorzystano dane ze spisu oraz
z rejestru edukacyjnego, a dotyczyty one informacji na temat ptci, wieku, miejsca uro-
dzenia, grupy dochodowej, poziomu wyksztatcenia oraz stanu cywilnego. Oszacowania
wybranych parametréw, w odniesieniu do wielu zmiennych (stan zdrowia, sytuacja
finansowa), z wykorzystaniem estymatorow kalibracyjnych, w réznych przekrojach —
w ramach grup wyznaczonych przez zmienne pomocnicze — dokonano z zastosowaniem

19 Zaleta wykorzystywanej w pracy funkcji odleglosci jest mozliwoéé znalezienia wektora wag
kalibracyjnych explicite, czego nie mozna uzyskaé stosujac funkcje (1.15).

20 Wiecej na temat funkcji kontrolnej wektora wartosci globalnej mozna znalezé w rozdziale 2 na
stronie 32.

21 Przykladowo, w badaniu budzetéw gospodarstw domowych, prowadzonym przez Wegierski
Urzad Statystyczny, znalezienie wag kalibracyjnych wymaga rozwigzania okoto 100 réwnan kalibra-
cyjnych. Algorytm uogélnionej iteracyjnej metody kalibracji zaimplementowany zostal w IML-u w pa-
kiecie SAS i tylko w nielicznych przypadkach nie byt zbiezny, tj. gdy ktore$ z réwnan kalibracyjnych
nie mialo rozwiazania.

22 Jest to zapewne zwigzane z faktem, ze twérca kalibracji, profesor Carl-Erik Sirndal, bedacy
wybitnym znawca metody reprezentacyjnej i statystyki malych obszaréw jest Szwedem. W ramach
prowadzonych badan naukowych wspotpracowal ze Szwedzkim Urzedem Statystycznym nad zastoso-
waniami kalibracji w badaniach z brakami odpowiedzi, co zaowocowalo m.in. powstaniem programu
CLAN oraz przyczynito sie¢ do praktycznego wykorzystania kalibracji w wielu badaniach prowadzo-
nych przez ten urzad.
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programu CLAN97, por. C-E. Sarndal, S. Lundstrém (2005). Wér6d innych waznych
badan, w ktorych wykorzystuje si¢ estymatory kalibracyjne, nalezy zaliczy¢ badanie
budzetéw gospodarstw domowych (Szwecja, Finlandia, Dania)?®, badanie wykorzysta-
nia czasu (Finlandia), badanie dotyczace bezpieczenstwa i przestepczosci (Szwecja).

W Polsce podejscie kalibracyjne jest wykorzystywane w bardzo ograniczonym za-
kresie przez Gléwny Urzad Statystyczny. W zasadzie jedynym badaniem, w ktérym
zastosowano estymatory kalibracyjne, z racji duzej frakcji brakow odpowiedzi, byto
wspomniane juz EU-SILC. W badaniu tym wykorzystano metode kalibracji zintegro-
wanej — w wersji sinusa hiperbolicznego, ze wzgledu na wykazana w praktyce wlasnosé
uzyskania wag kalibracyjnych bardzo blisko skupionych wokoét wag wyjsciowych. Wagi
poczatkowe — wynikajace z przyjetego dwustopniowego schematu doboru jednostek do
proby — korygowane byty w oparciu o informacje o liczbie gospodarstw domowych oraz
o liczbie os6b wedtug plci i wieku?!. Informacje te na poziomie wojewddztw (NUTS2)
z dodatkowym podziatem na obszary miejski i wiejski pochodzity z Narodowego Spisu
Powszechnego Ludnosci i Mieszkan 2002 oraz z biezacych szacunkéw demograficznych,
por. — GUS (2008).

Podobnie, jak w przypadku imputacji, planuje sie wykorzystanie kalibracji na po-
trzeby PSR’2010 i NSP’2011. W pierwszej kolejnosci kalibracja zastosowana zostanie
w badaniu reprezentacyjnym towarzyszacym spisowi, a obejmujacym swym zasiegiem
okoto 15% populacji, co umozliwi estymacje réznych parametréow w odniesieniu do
wielu cech (zwtaszcza tzw. non-core topics) w réznych przekrojach, na dowolnym
szczeblu podzialu administracyjnego kraju. Po drugie, przewiduje sie wykorzystanie
kalibracji w planowanych do przeprowadzenia, tuz po spisie (w 2012 roku), dwoch
dodatkowych badaniach reprezentacyjnych, poswieconych tematyce imigracji cudzo-
ziemcoOw do Polski oraz dzietnosci kobiet i powigzaniom generacyjnym rodzin, co ma
zwiekszy¢ precyzje estymacji®®.

Pierwsze proby testowania wtasnosci estymatoréw kalibracyjnych, w oparciu o rze-
czywiste dane pochodzace z NSP’2002, zostalty juz podjete w ramach prowadzonych
przez podgrupe ds. metod statystyczno-matematycznych prac na rzecz spisu. Jak po-
kazuja wyniki badan symulacyjnych, estymatory kalibracyjne charakteryzowalty sie
mniejszym obcigzeniem i wariancja w poréwnaniu z innymi znanymi z klasycznej
metody reprezentacyjnej estymatorami. Uzyskanie obiecujacych wynikow w ramach
przeprowadzonych eksperymentéw moze by¢ wiec istotnym argumentem za ich zasto-
sowaniem na potrzeby zblizajacego sie spisu?®. Dotyczy¢ to bedzie zwlaszcza badan

23 W badaniach budzetéw gospodarstw domowych kalibracje wykorzystuje wiele innych panstw:
Litwa, wspomniane juz Wegry oraz Szwajcaria. W tym ostatnim panstwie frakcja brakéw odpowiedzi
w badaniu jest szczegdlnie wysoka i wedlug danych Szwajcarskiego Urzedu Statystycznego wynosi
okolo 70%.

24 W przeciwiehstwie do badania budzetéw gospodarstw domowych przyjeto cztery kategorie
wielkosci gospodarstwa: 1-osobowe, 2-osobowe, 3-osobowe, 4 i wiecej osobowe. W odniesieniu do
liczby oséb wedlug plci i wieku przyjeto 14 grup wieku: ponizej 16 lat, 16-19 lat, 11 5-letnich grup,
grupa 75 i wiecej lat.

25 W badaniach towarzyszacych spisowi, jak na przyklad badanie dzietnoéci kobiet NSP’1970
i NSP’1988 braki odpowiedzi siegaly 30%.

26 Szczegétowe wyniki przeprowadzonych badan symulacyjnych zawarte sa w raporcie przygoto-
wanym dla Gléwnego Urzedu Statystycznego — por. M. Szymkowiak (2009).
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przeprowadzonych metoda reprezentacyjng, a towarzyszacych spisowi oraz innych pro-
wadzonych przez GUS (na przyktad BAEL).

Poniewaz wiele badan prowadzonych przez GUS jest obarczonych bardzo duzymi
brakami odpowiedzi, kalibracja moze stanowi¢ swego rodzaju remedium na ten rodzaj
btedéw nielosowych. Jak pokazuja bowiem doswiadczenia panstw wykorzystujacych
w praktyce podejscie kalibracyjne, jej zastosowanie, moze w znaczacy sposob zreduko-
waé obcigzenie i zmniejszy¢ wariancje stosowanych estymatorow.



Rozdziat 2

Estymatory kalibracyjne wartosci globalnej

2.1. Podstawowe definicje i oznaczenia

W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ rézne definicje kalibracji, ktére czynia
z niej metode w istotny sposob odrdzniajaca ja od innych podejs¢ wykorzystywanych
w badaniach statystycznych z brakami odpowiedzi. Wydaje sie, ze najpetniej sformu-
towal kalibracje, a doktadniej ,podejscie kalibracyjne” jeden z jej tworcow — C-E.

Sérndal (2007).

Definicja 2 (C-E.Sarndal, 2007). Podejscie kalibracyjne w estymacji parametrow
w odniesieniu do skonczonych populacyi sktada sie z :

a) obliczenia wag z uwzglednieniem informacyi dodatkowych, tak aby spetnione bylo
odpowiednie rownanie — tzw. rownanie kalibracyjne,

b) wykorzystania tych wag do estymacji wartosci globalnej badz innych parametréw,
przy czym wartosS¢ zmiennej mnozona jest przez wage, a sumowanie odbywa sie po
zbiorze wszystkich respondentow,

c) uzyskania w ten sposdéb nieobcigzonych oszacowar parametrow, w przypadku gdy-
by w badaniu nie wystgpity braki odpowiedzi oraz inne bledy nielosowe.

Powyzsza definicja wymaga pewnego komentarza. Kalibracja jako metoda oblicza-
nia wag jest wykorzystywana w badaniach czeSciowych, w ktérych jednostki sa dobie-
rane do proby w oparciu o wezesniej okreslony schemat losowania. Oznacza to, ze znane
sg wagi d; wynikajace ze schematu losowania proby, ktore sa odwrotnosciami prawdo-
podobienstw 7; dostania sie¢ ¢ — tej jednostki do préby. W gruncie rzeczy kalibracja,
zgodnie z definicjg podana przez Sarndala, jako metoda obliczania wag, polega na ko-
rygowaniu wyjsciowych wag wynikajacych ze schematu losowania préby. Do obliczania
nowych wag w; (tak zwanych wag kalibracyjnych) wykorzystuje sie informacje zawarte
w wektorze zmiennych pomocniczych. Zaktada si¢ przy tym, ze informacje dodatkowe
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znane sa co najmniej na poziomie proby s. Jest to wiec metoda, w ktorej wykorzy-
stanie dodatkowych informacji, zawartych w wektorze zmiennych pomocniczych, ma
przyczynié sie do polepszenia uzyskiwanych szacunkéw, w przypadku gdy w badaniu
wystepuja braki danych. Jest to konsekwencja tego, ze braki odpowiedzi od jednostek
badania powoduja, ze stosowanie tradycyjnych estymatorow, znanych z klasycznej
metody reprezentacyjnej, prowadzi zazwyczaj do duzych obcigzen oraz ich duzej wa-
riancji. Nalezy przy tym podkresli¢, ze wykorzystanie informacji dodatkowych, celem
poprawy oszacowan parametréw, znane byto na dhugo przed tym, jak idea kalibracji
w ujeciu prezentowanym przez Sarndala i Deville’a (1992) zostala sformutowana. To co
odréznia kalibracje od innych metod wazenia, to takie wykorzystanie tych informacji,
aby spelnione bylo odpowiednie réwnanie kalibracyjne. W zaleznosci od poziomu na
jakim dostepne sa informacje pomocnicze (poziom proby badz catej populacji) i od ro-
dzaju szacowanego parametru, rownanie to przyjmuje rézna postaé¢ (na przykltad wagi
kalibracyjne, w przypadku estymatora kalibracyjnego wartosci globalnej, sa tak usta-
lane w réwnaniu kalibracyjnym, aby po ich przemnozeniu przez warto$ci zmiennych
pomocniczych i dokonaniu sumowania na zbiorze wszystkich respondentéw uzyskaé
jej wartos¢ globalna). Rodzaj posiadanej informacji dodatkowej ma réwniez wptyw na
to, czy i w jaki sposéb, wagi kalibracyjne moga poprawi¢ oszacowanie parametru oraz
skutecznie ,chroni¢” przed brakami odpowiedzi.

Pewnego wyjasnienia wymaga réwniez ostatni z podpunktéw w definicji (2). Wy-
stepowanie btedéw nielosowych, w postaci brakéw odpowiedzi, jest w kazdym badaniu
zjawiskiem niepozadanym lecz normalnym. Dlatego bez wzgledu na to czy braki odpo-
wiedzi wystepuja w badaniu czy nie, obcigzenie estymatorow szacowanych parametrow
jest w zasadzie nieuniknione, bez wzgledu na to czy zastosowana bedzie kalibracja czy
tez inna metoda. Wykluczenie tego podpunktu z definicji (2) nie statoby na przeszko-
dzie w uzyskaniu wag kalibracyjnych, jednakze ze wzgledu na fakt, ze w literaturze
zwraca sie na ten aspekt uwage, zostata ona przez Sarndala wtaczona do sformutowa-
nego przez niego podejscia.

Dokonujac podsumowania zawartych powyzej rozwazan, kalibracje mozna zdefinio-
waé w nastepujacy sposob:

Definicja 3. Kalibracja to metoda polegajgca na skorygowaniu wyjsciowych wag wy-
nikajgcych ze schematu losowania proby, celem redukcji obcigzenia wynikajgcego z ist-
nienia brakow odpowiedzi, tak aby spetnione bylo odpowiednie rownanie kalibracyjne.
Wagi te obliczane sq w oparciu o wykorzystanie informacyi dodatkowych z lub spoza
proby.

Istnieje kilka powoddéw, dla ktérych kalibracja jest wykorzystywana w praktyce.
Poza oczywistym argumentem redukcji obcigzenia i zwiekszenia precyzji szacunkow
poprzez wiaczenie dodatkowych informacji, wskazuje sie réwniez na inne aspekty po-
wodujace, ze w badaniach statystycznych odgrywaé zaczeta istotng role. Do innych
czynnikéw mozna zaliczy¢, por. J. Gambino (1999):

1. ,Rownowage” — rozumiang w ten sposob, ze po zastosowaniu kalibracji proba ,wy-
gladem” jest zblizona do catej populacji. Nalezy rozumie¢ to w ten sposob, ze jezeli
zastosujemy wagi kalibracyjne do zmiennej, w oparciu o ktora szacujemy intere-
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2.1. Podstawowe definicje i oznaczenia

sujacy nas parametr, to powinnismy uzyska¢ wyniki bliskie ,prawdziwej” wartosci
tego parametru w populacji generalne;j.

2. ,Wygode” — ktéra mozna rozumieé¢ dwojako. Po pierwsze, zastosowanie kalibracji
umozliwia wykorzystanie klasycznych metod statystycznych opartych na systemie
wag (na przyktad regresji wazonej), ktére nie databy poprawnych wynikéw, gdyby
nie uwzgledniono ujemnego wptywu brakow odpowiedzi. Po drugie, w oparciu o pe-
wien ustalony zbiér zmiennych pomocniczych mozna wyznaczy¢ wagi kalibracyjne,
ktore beda uzyteczne przy szacowaniu parametréw dla wielu interesujacych bada-
cza zmiennych. Moze to znacznie skréci¢ proces estymacji.

3. ,Logiczne szacunki” — po zastosowaniu kalibracji wyniki sa bardziej logiczne, na
przyktad poszczegolne wartosci zmiennych pomocniczych przemnozone przez wagi
kalibracyjne i zsumowane na zbiorze wszystkich respondentéw, sumuja sie do ich
wartosci globalnych.

W dalszej czedci pracy przedstawione zostana wybrane estymatory kalibracyjne
wartosci globalnej. W tym celu, w pierwszej kolejnosci, wprowadzimy niezbedne poje-
cla 1 stosowane oznaczenia.

Niech dana bedzie N — elementowa populacja U = {1,..., N}. Z populacji tej
losujemy zgodnie z okreslonym schematem losowania n — elementows préobe s C U.
Niech 7; oznacza prawdopodobienstwo inkluzji ¢ — tej jednostki do préby, tzn. m; =
P(ies)ydlai=1,...,N,a d; =+ bedzie waga odpowiadajaca jednostce i.

Zal6ézmy, ze celem badania jest oszacowanie wartosci globalnej pewnej zmiennej vy,
okreslonej wzorem:

N
i=1
gdzie y; oznacza wartos¢ zmiennej y dla ¢ — tej jednostki badania, 1 =1,..., N.

Klasycznym estymatorem wartosci globalnej (2.1) jest znany z metody reprezenta-
cyjnej estymator Horvitza-Thompsona, ktory wyraza sie wzorem:

}A/HT = Z diy; = Z diy;- (2-2)
s i=1

Jezeli nie sa znane wszystkie wartosci zmiennej y dla jednostek wylosowanych do
proby (na przyklad na skutek brakéw odpowiedzi) estymator Horvitza-Thompsona
charakteryzuje sie znacznym obciazeniem i wariancja. Wynika to na ogét z faktu, ze
braki odpowiedzi nie maja charakteru czysto losowego, a powstale bltedy wynikaja
z réznic pomiedzy respondentami i nierespondentami.

Niech r C s oznacza zbior respondentéw, dla ktérych znana jest warto$é zmiennej y.
Zalézmy, ze jest to zbior m — elementowy, przy czym m <n. W szczegdlnym przypadku,
gdy r = s, oznacza to, ze wszystkie jednostki badania wylosowane do proby s udzielity
odpowiedzi i znana jest dla nich wartos¢ zmiennej y na poziomie catej proby. Sytuacja
taka w praktyce zdarza sie jednak niezwykle rzadko (na skutek odmowy, braku czasu,
choroby, nieobecnosci w domu, drazliwosci pytania itp.), w zwiazku z czym wagi d;
powinny zosta¢ odpowiednio skorygowane (skalibrowane), aby zniwelowaé¢ obciazenie
wynikajace z brakow odpowiedzi.
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W przypadku gdy w badaniu, w odniesieniu do zmiennej y, wystapia braki odpo-
wiedzi estymator (2.2) przyjmuje postac:

Yar =Y diyi =Y diy;. (2.3)
v i—1

Wazona suma (2.3) jest zazwyczaj niedoszacowana w stosunku do wartosci global-
nej (2.1). Zgodnie z idea kalibracji, wagi wynikajace ze schematu losowania jednostek
do proby, powinny byé¢ zwiekszone, aby zrekompensowaé utrate informacji zwigzang
z brakami danych. Poszukujemy nowych wag, dla wszystkich jednostek w prébie, dla
ktérych mamy informacje o zmiennej y. Oznaczmy przez w; poszukiwana wage (tzw.
wage kalibracyjna) odnoszaca sie do 7 — tego respondenta, ¢ = 1,...,m. Naszym ce-
lem jest poszukanie wag w; w taki sposéb, aby byty mozliwie jak najblizsze, co do
warto$ci wyjdciowym wagom d;, i aby niwelowaly obcigzenie bedace konsekwencja
wystepowania brakéw odpowiedzi. Konstrukcja wag kalibracyjnych uzalezniona jest
od wyboru odpowiedniej funkcji odlegtosci. Funkcja taka powinna nie tylko posia-
da¢ odpowiednie wtasnosci w sensie matematycznym, ale réwniez powinna umozliwic

przedstawienie wektora wag w = (wq, .. ., wm)T w postaci jawnej?’. W literaturze pro-
ponuje sie szereg roznych postaci funkeji odlegtosci D miedzy wektorem wag wynika-
jacym ze schematu losowania préby d = (dy, . . ., dm)T, a wektorem wag kalibracyjnych

w = (wy,... ,wm)T, por. J-C. Deville, C-E. Sarndal, O. Sautory (1993), D.M. Stukel,
M.A. Hidiroglou, C-E. Sérndal (1996).
Na potrzeby pracy przyjmiemy funkcje odlegtosci postaci:

1 )
Lyl ) (2.4)
2 i=1
Przyjeto wiec, ze funkcja G (-) wystepujaca w warunku (W1 — 1.7) okreslajacym
posta¢ funkeji odleglosci jest kwadratowa tj. wyraza sie wzorem (1.10). Istotnie, w tym
przypadku mamy, ze?8:

m 2

ZdG(wZ) Zd (—1)2:;ZW. (2.5)

z z i=1 )
Funkcja ta posiada nastepujace wtasnosci:

D (w,d) > 0,

D(d,d) =0,

jest rozniczkowalna wzgledem w;, i = 1,...,m,
jest Scisle wypukta,

8D(W D jest ciagla.

27 Nie jest to jednak istotne ograniczenie, gdyz w przypadku gdy nie jest mozliwe poszukanie
wektora wag kalibracyjnych w jawnej postaci dla pewnej funkcji odlegtosci, nalezy zastosowaé odpo-
wiednie algorytmy iteracyjne, ktére umozliwia znalezienie przyblizonego rozwiazania.

28 Ze wazgledu na zalozenie, ze w odniesieniu do zmiennej y nie dysponujemy wszystkimi jej
wartosciami na poziomie préby s, sumowanie odbywa si¢ po m — elementowym zbiorze respondentéw.
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2.1. Podstawowe definicje i oznaczenia

Spetnia ona wszystkie wlasnosci naktadane na funkcje odlegtosci, a ponadto umoz-
liwia uzyskanie wektora wag kalibracyjnych w jawnej postaci.

Efektywne poszukiwanie wektora wag kalibracyjnych w jest uzaleznione od infor-
macji, jaka niesie wektor zmiennych pomocniczych x. Niech k oznacza liczbe zmiennych
pomocniczych, a X, macierz utworzong z wartosci wszystkich zmiennych pomocni-
czych na poziomie zbioru respondentéw r, dla ktérych znana jest wartos¢ zmiennej vy,
tj.:

T11 Ti2 Tk
Xr _ To1 T22 ... Xk : (26)

ITml Tm2 .. ITmk
gdzie x;; oznacza wartos¢ zmiennej j dla jednostki badania 4, przy czym i = 1,...,m,
j=1,..., k. Macierz (2.6) zawiera informacje na temat wszystkich zmiennych pomoc-

niczych dla wszystkich respondentow, tzn. dla wszystkich jednostek wylosowanych do
proby s, dla ktérych znana jest wartos¢ zmiennej y.
Niech ponadto

11 iz ... L1k
XS _ o1 To2 ... X9k ’ (27)

Tnlt Tp2 ... Tnpk
gdzie x;; oznacza warto$¢ zmiennej j dla jednostki badania i, przy czym i = 1,...,n,
j=1,..., k. Macierz (2.7) zawiera informacje na temat wszystkich zmiennych pomoc-

niczych na poziomie catej proby s, tzn. rowniez dla tych jednostek, dla ktérych nie
jest znana wartos¢ zmiennej y.
Niech ponadto X oznacza wektor utworzony z wartosci globalnych kazdej zmiennej

pomocniczej:
T

N N N
X = (inhzxm,---,zxik). (2-8)
i=1 i=1 i=1

Poszczegdlne sktadowe wektora (2.8) odnosza sie do wartosci globalnych kolejnych
zmiennych pomocniczych. Informacje na temat takich zmiennych mozna pozyskaé ze
spisow badz z odpowiednich rejestrow administracyjnych. W przypadku nieznajomosci
odpowiednich wartosci globalnych stanowiacych elementy wektora (2.8) zastepujemy
je ocenami estymatora Horvitza-Thompsona ze wzoru (2.2), przy czym zmienng y
zastepujemy odpowiednig zmienng pomocnicza x;, ¢ = 1,...,k. Uzyskujemy w ten
sposob wektor postaci:

T

X = (Z d;xin, Z diTig, . .. 72 dﬂik) . (2-9)
i=1 i=1 i=1

Na potrzeby konstrukcji estymatora kalibracyjnego wartosci globalnej Y rozpa-
trzone zostana trzy przypadki. W pierwszym, zaktada¢ bedziemy, ze znany jest wek-
tor wartosci globalnych zmiennych pomocniczych. W drugim, przyjmiemy zatozenie,
ze nie dysponujemy takim wektorem, a posiadamy jedynie informacje w odniesieniu do
zmiennych pomocniczych tylko na poziomie proby s. W ostatnim przypadku zaktadac

30



2.2. Estymator kalibracyjny wartosci globalnej ze znanym wektorem X

bedziemy, ze dysponujemy informacja o warto$ciach globalnych zmiennych pomocni-
czych na poziomie catej populacji oraz, ze mozliwe jest oszacowanie innych wartosci
globalnych w oparciu o dane pochodzace z préby s.

2.2. Estymator kalibracyjny wartosci globalnej ze znanym
wektorem X

W pierwszym rozwazanym podejsciu zaktadamy, ze:

e dla kazdego respondenta znana jest wartos¢ dla kazdej zmiennej pomocniczej, tj.
znana jest macierz X, okreslona wzorem (2.6),

e znany jest wektor wartosci globalnych wszystkich zmiennych pomocniczych (2.8).
W podejsciu tym nie wymaga sie, aby znane byty wartosci zmiennych pomocni-

czych dla wszystkich jednostek wylosowanych do préby s, ale tylko w odniesieniu do

respondentow, dla ktorych znane sa wartosci zmiennej y.

Definicja 4. Estymatorem kalibracyjnym wartosci globalnej (2.1) przy znanym wek-
torze wartosci globalnych X zmiennych pomocniczych jest:

Yx = f: wiY;, (2.10)
i=1
gdzie wektor wag w = (wy, . . . ,wm)T jest rozwigzaniem zadania optymalizacyinego
w = argmin, D (v,d), (2.11)
przy warunku _
X=X, (2.12)

gdzie
T

X = <Z Wilit, ) Wi, - - >Zwixik>a (2.13)
i=1 i=1 i=1
a wektor wartosci globalnych X zdefiniowany jest wzorem (2.8).

Réwnanie (2.12) jest tzw. réwnaniem kalibracyjnym. Zgodnie z nim, wektora wag
w poszukujemy w ten sposob, aby dla kazdej zmiennej pomocniczej jej wartosé glo-
balna réwnata si¢ sumie odpowiednio przewazonych wartosci zmiennych pomocniczych
okreslonych na zbiorze respondentéow r.

Zgodnie z idea kalibracji, jezeli bedziemy dysponowali odpowiednio dobranym
wektorem zmiennych pomocniczych, to wagi kalibracyjne spetniajace réwnanie kali-
bracyjne (2.12), powinny umozliwi¢ ,lepsze” oszacowanie wartosci globalnej zmiennej
y. Innymi stowy, przy odpowiednio dobranym wektorze zmiennych pomocniczych —
wagi, ktore bedziemy wykorzystywaé przy szacowaniu wartosci globalnej zmiennej y
— powinny ,nasladowa¢” zachowanie sie wag, o ktérych mowa w definicji (4). Oznacza
to, ze wektora wag kalibracyjnych szukamy w taki sposob, aby po ich przemnozeniu
przez odpowiednie wartosci poszczegdlnych zmiennych pomocniczych otrzymaé ich
wartosci globalne — a w konsekwencji po zastosowaniu do zmiennej y uzyska¢ ,lep-
sze” oszacowanie wartosci globalnej (2.1). Informacja zawarta w wektorze zmiennych
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pomocniczych, jest wiec wykorzystywana w ,ochronie” przed obcigzeniem zwigzanym
z wystepowaniem brakéw odpowiedzi oraz celem redukcji wariancji estymatoréw. In-
formacje tego typu mozna pozyskaé z tego samego badania, na podstawie ktorego
szacujemy warto$¢ globalng zmiennej y badz ze spisow, rejestrow administracyjnych
lub z innych dostepnych Zrédet danych.

Wyboér odpowiednich cech do wektora zmiennych pomocniczych, jest wiec kluczo-
wym zagadnieniem z punktu widzenia procesu estymacji z wykorzystaniem podejscia
kalibracyjnego. W literaturze panuje powszechny poglad, ze w przypadku odpowied-
nio dobranego wektora zmiennych pomocniczych, kalibracja jako metoda korygowania
wyjsciowych wag posiada kilka istotnych zalet, por. V.M. Estevao, C-E. Sarndal (2000):

1. ,Zgodnos¢” — rozumiang w ten sposob, ze system wag spelia odpowiednie row-
nanie kalibracyjne. Wagi sa wiec tak okreslane, aby ,nasladowaly” zachowanie si¢
zmiennych pomocniczych tj. aby ich przewazone wartosci sumowaty si¢ do wartosci
globalnych.

2. ,Odlegtos¢” — wagi kalibracyjne konstruowane sa w ten sposob, aby byty bliskie
(w sensie przyjetej funkeji odlegtosci) wyjsciowym wagom, bedacych odwrotno-
Sciami prawdopodobienstw inkluzji pierwszego rzedu. Wynika to z faktu, ze esty-
matory konstruowane z uzyciem wektora wag, wynikajacych ze schematu losowania
proby, majg czesto bardzo pozadang wiasno$é jaka jest nieobcigzonosé. Dlatego
wszelkie zmiany wyj$ciowych wag powinny by¢ ,mate”, aby zachowa¢ nieobciazo-
nos¢.

3. ,Kontrola wartosci globalnych zmiennych pomocniczych” — ktora przejawia sie
tym, ze czym wiecej odpowiednio dobranych zmiennych pomocniczych i ich warto-
sci globalnych wykorzystamy w procesie kalibracji, tym uzyskane wagi beda ,lepie;j”
wykalibrowane. W efekcie wariancja estymatora i jego obciazenie beda wykazywaty
tendencje spadkows.

Obok istotnych zalet, nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze kalibracja przy zle dobranym
wektorze zmiennych pomocniczych, moze prowadzi¢ do btednych oszacowan. Jest to
konsekwencjg tego, ze w niektorych przypadkach mozliwe jest uzyskanie ujemnych lub
bardzo duzych wag dodatnich. Istnieje oczywiscie mozliwos¢ natozenia na wagi kali-
bracyjne pewnych warunkéw nieujemnosci badz zawierania sie ich, w pewnym z gory
okreslonym przedziale, wigze si¢ to jednak z trudnosciami z ich wyznaczeniem w jawnej
postaci oraz konieczno$cia zastosowania skomplikowanych algorytmow obliczeniowych.

Ponizsze twierdzenie rozstrzyga posta¢ wag estymatora kalibracyjnego okreslonego
w definicji (4).

Twierdzenie 1. Rozwigzaniem zadania minimalizacji funkcji odleglosci (2.11), przy
warunku (2.12) jest wektor wag kalibracyjnych postaci w = (wy, ..., wy)", ktdrego
sktadowe spetniajg rownanie:

-1

=1

pry czym
T

X= (; iz, ; diiz, - . - ; dillzk) ; (2.15)
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@; = (i1, .. i), (2.16)

jest wektorem zlozonym z wartoSci wszystkich k zmiennych pomocniczych dla i — tego
respondenta, it = 1,...,m.

Dowéd. Wagi kalibracyjne w; dla ¢ = 1,...,m znajdziemy, korzystajac z metody
czynnikow nieoznaczonych Lagrange’a.
Funkcja Lagrange’a ma postac:

1% (w; — d; 2 k N m
S SIS 5 (zxw—zwixij), (217
i j —1 i1

=1 =1

gdzie A = (A, ... ,)\k)T jest wektorem zlozonym z czynnikéw nieoznaczonych La-
grange’a. Pochodna funkcji L dla ¢ =1,...,m ma postac:
OL 1 2w, —2d; &
e s \iTii. 2.18
w; 2 d; ng JLij ( )

Przyréwnujac obliczona pochodng do zera, otrzymujemy nastepujace réwnanie:

i j=1

ktorego rozwigzaniem dla i = 1,...,m jest:
k
j=1

Poniewaz

k
Y Nz =z A= Aw, (2.21)

=1

wiec wagi (2.20) mozna przedstawi¢ jako:
wi=d; (1+a!X) =d; (1+X"z;). (2.22)

Mnozac obustronnie réwnanie (2.22) przez x;, a nastepnie dokonujac sumowania po
zbiorze wszystkich respondentow r otrzymujemy

i=1

i=1

Dokonujac przeksztatcenia ostatniego rownania, otrzymujemy

i=1 i=1

i=1
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Podstawiajac do réwnania (2.24) wektory Xi X, otrzymujemy réwnanie postaci
i=1

Korzystajac z rownania kalibracyjnego (2.12) i zaktadajac, ze macierz 37, d;x;x! jest
nieosobliwa, otrzymujemy nastepujaca posta¢ wektora A:

_ (i dimimiT> _1(X _ X) . (2.26)

Poniewaz macierz Y., d;x;x! jest symetryczna, to:

AT = (X - X) T<§; dyz;a? ) B (2.27)

Podstawiajac (2.27) do réwnania (2.22) otrzymujemy szukang postaé¢ wag w;.

Nalezy jeszcze sprawdzié¢, ze w punkcie w = (wq, .. . ,wm)T istnieje minimum (wa-
runek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego). Niech ¢ bedzie niezerowym
wektorem takim, ze & € R™. Nalezy wykaza¢, ze forma kwadratowa d*L (w) (£) jest
dodatnio okreslona. Mamy:

m 82
IUICEDS G 56 (228)

Zauwazmy, ze:
0*L _{m dla i = j,

0 dlaij. (2.29)

ﬁwiwj

Podstawiajac obliczone pochodne drugiego rzedu do formy kwadratowej (2.28) otrzy-
mujemy, ze:

m 82 m
PLW)(O) = 3 56 = Yomed (2:30)
i,j=1 ? i=1

Jest to oczywiscie forma kwadratowa dodatnio okreslona. Stad wektor wag kalibracyj-
nych w = (wy, ... ,wm)T, ktorego sktadowe spelniaja warunek (2.14) jest poszukiwanym
rozwigzaniem zadania minimalizacji funkcji odlegtosci. MW

Jedna z bardzo waznych wlasnosci estymatora kalibracyjnego wartosci globalnej
zmiennej y, w przypadku gdy znany jest wektor X ztozony z wartosci globalnych
zmiennych pomocniczych, podaje ponizsze twierdzenie. Zgodnie z nim, jezeli zwiazek
pomiedzy zmienng y, a zmiennymi pomocniczymi z, ..., x; jest liniowy na poziomie
catej populacji, to wowczas jesteSmy w stanie uzyska¢ doktadne oszacowanie wartosci
globalnej zmiennej y.

Oczywiscie, w praktyce badan statystycznych, taka liniowa zaleznos¢ na pozio-
mie catej populacji nie istnieje. Twierdzenie to jednak pokazuje, ze w przypadku gdy
istnieje silna liniowa zalezno$¢ miedzy zmiennymi y i xq,...,2; to ocena punktowa
estymatora wartosci globalnej zmiennej y, powinna by¢ bliska jej prawdziwej wartosci.
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Twierdzenie 2. Niech miedzy zmienng y i zmiennymi pomocniczymi Ty, . .., Ty iSt-
nieje lintowa zaleznos$é na poziomie catej populacyi, tzn. dla kazdej jednostki v € U
spetniona bedzie zaleznosé

) (2.31)

gdzie x; = (x4, ... ,xik)T jest wektorem zloZonym z wartosci wszystkich zmiennych
pomocniczych, a B jest kolumnowym wektorem zlozZonym z wspotczynnikow regresyi,
1=1,...,N. Wtedy

Yx =Y. (2.32)

Dowéd. Mamy

T

m m m N
Yx = Z W;Y; = Z’wiwiTﬁ = (Z wﬂ%) B = XT,B = Zyi =Y. (2-33)
i=1 i=1 i=1 i=1
Odpowiednie réwnosci wynikaja z przyjecia liniowej zaleznosci oraz z réwnania kali-
bracyjnego (2.12). W

2.3. Estymator kalibracyjny wartosci globalnej ze znanym
wektorem X

W drugim rozwazanym podejsciu zaktadamy, ze:

nie jest znany wektor wartosci globalnych zmiennych pomocniczych (2.8),
dla kazdej jednostki wylosowanej do proby s znana jest warto$é¢ kazdej zmiennej
pomocniczej, tj. znana jest macierz Xg okreslona wzorem (2.7),

e znany jest wektor oszacowanych wartosci globalnych X okreslony wzorem (2.9).

W podejséciu tym wymaga sie, aby znane byty wartosci zmiennych pomocniczych
dla wszystkich jednostek wylosowanych do proby s. Znajomosé macierzy Xg jest nie-
zbedna do oszacowania wartosci globalnych poszczegdlnych zmiennych pomocniczych,
ktore stanowig sktadowe wektora X.

Definicja 5. Estymatorem kalibracyjnym wartosci globalnej (2.1) przy znanym we-
ktorze X oszacowanych wartosci globalnych zmiennych pomocniczych jest:

Yy = fj Wiy, (2.34)
i=1
gdzie wektor wag w = (wy, . .. ,wm)T jest rozwigzaniem zadania optymalizacyjnego
w = argmin, D (v,d), (2.35)
przy warunku o
X =X, (2.36)

gdzie X i X zdefiniowane sq wzorami (2.9) i (2.13) odpowiednio.

Réwnanie (2.36) jest w powyzszej definicji tzw. réwnaniem kalibracyjnym. Zgodnie
z nim, wektora wag w poszukujemy w ten sposob, aby dla kazdej zmiennej pomoc-
niczej, jej oszacowana wartos¢ globalna réwnata sie sumie odpowiednio przewazonych
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warto$ci zmiennych pomocniczych okreslonych na zbiorze respondentéw r. Definicja
estymatora kalibracyjnego (5) rézni si¢ od definicji (4) uzytym w réwnaniu kalibracyj-
nym wektorem. W definicji (4) zaktadamy, ze znane sa wartosci globalne zmiennych
pomocniczych na poziomie catej populacji, a w definicji (5) zaktadamy, ze w ich miejsce
podstawiamy oszacowania uzyskane w oparciu o dane pochodzace z proby s.

Postaé estymatora kalibracyjnego okreslonego w definicji (5), rozstrzyga ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 3. Rozwigzaniem zadania minimalizacji funkcji odleglosci (2.35), przy
warunku (2.36) jest wektor wag kalibracyjnych postaci w = (wy, ..., wy)", ktdrego
sktadowe spetniajq rownanie:

-1

=1

dla1=1,...,m.

Dowdéd. Dowéd twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia (1). Zamiast wek-
tora wartosci globalnych X nalezy podstawi¢ wektor oszacowanych wartosci globalnych
X, korzystajac z réwnania kalibracyjnego (2.36). W

2.4. Uogodlniony estymator kalibracyjny wartosci globalnej
W' rozwazanym podejéciu zaktadamy, ze:

e znany jest wektor wartosci globalnych X wszystkich zmiennych pomocniczych

e dla kazdej jednostki wylosowanej do proby s znana jest wartos¢ kazdej zmiennej
pomocniczej, tj. znana jest macierz Xg okreslona wzorem (2.7),

e zmany jest wektor X oszacowanych wartoéci globalnych okreslony wzorem (2.9).

Nie bedziemy przy tym wymagac, aby wektory X i X byty jednakowych wymiaréw.
Oznacza to, ze w odniesieniu do k-elementowego zbioru zmiennych pomocniczych
x1, ... T, dysponowaé bedziemy dla niektorych zmiennych ich wartosciami globalnymi,
a dla pozostatych ich oszacowaniami. W szczegdlnym przypadku moze sie zdarzyc,
ze znane beda wszystkie wartodci globalne zmiennych pomocniczych badz tylko ich
oszacowania na podstawie proby s.

Wyznaczone wagi kalibracyjne umozliwig nam, po ich zastosowaniu do poszcze-
gblnych zmiennych pomocniczych, otrzymac¢ ich wartosci globalne oraz oszacowania
(w przypadku zmiennych, dla ktérych nie beda znane wartosci globalne). Mozna sie
wiec spodziewaé, ze wagi wyznaczone w ten sposob, jeszcze lepiej beda chronity przed
obcigzeniem i wariancja wynikajacymi z wystepujacych w prébie brakéw danych.

Precyzujac powyzsze rozwazania zatozmy, ze dla k; zmiennych pomocniczych znane
sa wartosci globalne. Dla k5 zmiennych pomocniczych znane sa natomiast oszacowania
wartosci globalnych w oparciu o dane pochodzace z proby s, przy czym ki, ky < k oraz
k1+ko =k. W szczegélnym przypadku, gdy k; =k oraz ko =0 zakladamy, ze wyzna-
czamy posta¢ wag kalibracyjnych przyjmujac, ze znane sg wartosci globalne wszystkich
k zmiennych pomocniczych, por. estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X. Na-
tomiast w sytuacji, gdy k; = 0 oraz ky = k zaktadamy, ze wyznaczamy posta¢ wag
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kalibracyjnych przyjmujac, ze znane sa tylko oszacowania wartosci globalnych wszyst-
kich k£ zmiennych pomocniczych, por. estymator kalibracyjny ze znanym wektorem

X.

Definicja 6. Uogdlnionym estymatorem kalibracyjnym wartosci globalnej (2.1) jest:

Y/cal = Z W;Yi, (2~38)
i=1
gdzie wektor wag w = (wq, ... ,wm)T jest rozwigzaniem zadania optymalizacyjnego
w = argmin, D (v,d), (2.39)

przy warunku

(2) < ;2) (2.40)

przy czym poszczegélne wektory sq postaci®

T

N N N
X1 = (Z%l,ziﬂizw-wzxikl) (2.41)
=1 =1 =

n n T
Xz = (Z diIﬂ, Z i Ly -+ Z d $zk2> (242)
) z;l =1 .
Xl = (Z W;Ti1, Z W;Ti2y - . . ,Z wi:vi;ﬂ) s (243)
) Z:Ll Z:Ll .
X, = (Z wW;x41, Z WL, . . . ,Z wimi,@) , (2.44)
i=1 =1

gdzie ky, ko < k.

Réwnanie (2.40) jest w powyzszej definicji réwnaniem kalibracyjnym. Zgodnie
z nim, wektora wag w poszukujemy w ten sposob, aby dla zmiennych pomocniczych,
dla ktorych znane sg wartodci globalne, zsumowane na zbiorze respondentow r, a prze-
wazone wagami kalibracyjnymi wartosci tych zmiennych, rownaly sie warto$ciom glo-
balnym.

Podobnie ze zmiennymi, dla ktorych nie sg znane ich wartosci globalne. W tym
przypadku, zsumowane na zbiorze respondentow r, a przewazone wagami kalibracyj-
nymi wartosci tych zmiennych, maja sie rownaé¢ oszacowanym warto$ciom globalnym.

Twierdzenie 4. Rozwigzaniem zadania minimalizacji funkcji odleglosci (2.39), przy
warunku (2.40) jest wektor wag kalibracyjnych postaci w = (wy, ... ,wm)T, ktorego
sktadowe spetniajg rownanie:

woiet((Z)-&) (Greet)m ew

29 W oznaczeniach ponizszych wektoréw, zgodnie z poczynionymi wczeéniej uwagami, zakla-
damy, ze jezeli dla jakiej$ zmiennej pomocniczej znana jest jej warto$¢ globalna, to zmiennej tej nie
uwzgledniamy w konstrukcji wektora z oszacowanymi warto$ciami globalnymi.
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gdzie x; = (@1, 25)" jest wektorem, _ktorego skladowe sq postaci ® = (T, ..., Tir, ),
To = (Ti1, ..., Tik, ), 0 wektory X1 i Xo okreslone sg w nastepujgcy sposob:

m m m T
Xl = (z:l dile? Z:l dil’ig, . 7; dzleﬁ) , (246)

~

m m m T
Xa = (; dix, ; diTia, . .. ,; difik2> : (2.47)

Dowdéd. Wagi kalibracyjne w; dla ¢ = 1,...,m znajdziemy, korzystajac z metody
czynnikoéw nieoznaczonych Lagrange’a.
Funkcja Lagrange’a ma postac:

m 2 N m
Z + Z Aj (Z Tij — Zwﬂij)
=1 =1

z:l

1

+ Z /\k1+j <Z dll'l] - szxz]> ) (248)
j=1 =1 i=1

gdzie A = (A1, ..., Akyan,)’ jest wektorem ztozonym z czynnikéw nieoznaczonych La-
grange’a. Pochodna funkcji L dla 7 =1,...,m ma postac:
oL 1 2w; —2d; i \ i \ (2.49)
=5 T 5 iTij — ki45Liz- .
w; 2 d; 2 AT T Ly Aty

Przyréwnujac obliczona pochodng do zera, otrzymujemy nastepujace réwnanie:

d; k1 ka
= N+ D AT, (2.50)
=1 =1
ktorego rozwigzaniem dla i = 1,...,m jest:

ks ko
w; = dz (1 + Z )\jxij + Z )\kl—o—jxij) . (251)
Poniewaz
k1 ka
Z )\jxij + Z /\k1+jxij = .’BZT)\ = )\Twi, (252)
wiec wagi (2.51) mozna przedstawi¢ jako:

Mnozac obustronnie réwnanie (2.53) przez x;, a nastepnie dokonujac sumowania po
zbiorze wszystkich respondentow r otrzymujemy

=1

=1
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Dokonujac przeksztalcenia ostatniego réwnania, otrzymujemy

i=1 i=1 i=1

Stad otrzymujemy, ze:

Zwiwl Z d;xy m
) ) = ZdlwleTA (256)

m - m
Suwas) | Ydan)
=1 =1

Korzystajac z (2.43), (2.44), (2.46) i (2.47) réwnanie (2.56) moze by¢ przedstawione

w nastepujacej postaci: _ .
Xl Xl = T
A1) (21 =S gaaTA 2.57
<X2> (Xz> 2 >

=1

Korzystajac z rownania kalibracyjnego (2.40) i zaktadajac, ze macierz 37, d;z;x! jest
nieosobliwa otrzymujemy nastepujaca posta¢ wektora A:

- (Sama) (()-(2) 25

Poniewaz macierz Y., d;x;x! jest symetryczna, to:

(@) e

Podstawiajac (2.59) do réwnania (2.53) otrzymujemy szukana postaé¢ wag w;.

Nalezy jeszcze sprawdzié, ze w punkcie w = (wy, . . . ,wm)T istnieje minimum (wa-
runek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego). Niech ¢ bedzie niezerowym
wektorem takim, ze & € R™. Nalezy wykaza¢, ze forma kwadratowa dL (w) (£) jest
dodatnio okreslona. Mamy:

m 82
2 _

Zauwazmy, ze:

2 A -
0 _{ m dlai =7, (2.61)

0 dlai#j.

Podstawiajac obliczone pochodne drugiego rzedu do formy kwadratowej (2.60) otrzy-
mujemy, ze:

3wiwj

m 62 m
1,j=1 i J i=1

Jest to oczywiscie forma kwadratowa dodatnio okreslona. Stad wektor wag kalibracyj-
nychw = (wy, ... ,wm)T, ktérego sktadowe speliaja warunek (2.45) jest poszukiwanym
rozwiazaniem zadania minimalizacji funkcji odlegtosci. W
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2.5. Estymator kalibracyjny wartosci globalnej — podejscie
funkcyjne

Koncepcja wykorzystania podejscia funkcyjnego opierajacego sie na tzw. wekto-
rze zmiennych instrumentalnych w badaniach statystycznych z brakami odpowiedzi,
pochodzi od C-E. Sérndala i S. Lundstroma (2005). Wprowadzenie pojecia wektora
zmiennych instrumentalnych umozliwia uzyskanie wielu réznych zbioréw wag kalibra-
cyjnych, ktore w dalszym ciagu spetnia¢ beda odpowiednie réwnania kalibracyjne,
a niekoniecznie warunek, w ktorym zaktada sie, ze wyznaczone wagi maja by¢ bliskie
— w sensie przyjetej funkcji odlegtosci — wyjsciowym wagom. Jest to wiec podejscie al-
ternatywne w stosunku do opisanych w poprzednich podrozdziatach metod konstrukeji
estymatoréw kalibracyjnych, ktére polegaly na minimalizacji funkcji odlegtosci przy
zadanych warunkach w postaci rownan kalibracyjnych.

Zalozmy dalej, ze celem badania jest znalezienie estymatora kalibracyjnego wartosci
globalnej. Niech d,, = (dp, . .. ,dpm)T oznacza tzw. wektor wag poczatkowych, takich,
ze dy; > 0 dla kazdego ¢ € r. Sktadowa d,,; oznacza wigc wage poczatkows przypisang
i~temu respondentowi. Dla przyktadu, moglibysmy przyja¢, ze dp; = d; badz d; = - d;.
W pierwszym przypadku zaktadamy, ze wagi poczatkowe w podejsciu kalibracyjnym
tozsame sg z wagami wynikajacymi ze schematu losowania proby. W drugim za$ za-
ktadamy, ze sa one réwne wagom wynikajacym ze schematu losowania proby prze-
mnozonym przez odwrotnos¢ frakcji brakéw odpowiedzi dla zmiennej y. W podobny
sposob mozemy okreslaé wagi poczatkowe, w rozwazanym w tym podrozdziale podej-
sciu funkcyjnym, na potrzeby zagadnienia poszukiwania wag kalibracyjnych. Wazne
jedynie, aby byty one dodatnie dla kazdego respondenta.

Zwrbéémy uwage, ze wagi kalibracyjne w; okreslone wzorem (2.45) mozna bytoby
alternatywnie zapisa¢ jako

w; = d;v;, (2.63)

gdzie
v; =1+ Aa;, (2.64)

a AT wyraza sic wzorem (2.59). Czynnik v;, przez ktéry przemnazana jest waga d;
mozna bytoby okresli¢ mianem korygujacego lub kalibrujacego. Mnozac bowiem wagi
wynikjace ze schematu losowania proby przez niego, uzyskujemy wagi koncowe w po-
staci wag kalibracyjnych.

Niech z; bedzie dowolnym wektorem kolumnowym tego samego wymiaru co x;.
Liczba wierszy tego wektora jest wiec uzalezniona od wymiaréow wektora X wartosci
globalnych pewnych zmiennych pomocniczych i wektora X oszacowanych na podsta-
wie proby s wartosci globalnych pozostatych zmiennych. W przypadku, gdy znanych
jest k1 wartosci globalnych zmiennych pomocniczych na poziomie catej populacji i ks
oszacowanych wartosci globalnych na poziomie proby s, wektor ten mozna przedstawic
w nastepujacej postaci:

zZ; = ( Zily ey Rky y Rhki+1ly -+ Rk )T = (Zih .. .,Zk)T. (265)

k‘l k2
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Definicja 7. Wektor z; nazywamy wektorem zmiennych instrumentalnych, jezeli wagi
kalibracyjne mozna przedstawié w postaci

w; = dy F (ATzZ-) (2.66)

i spelniajg one odpowiednie réwnanie kalibracyjne, przy czym F (-) jest funkcjg o okre-
slonej postaci matematyczney.

Funkcja F' (-) odgrywa taka sama role jak funkcja D (v, d) minimalizujaca odlegto$é
miedzy wektorem wag wynikajacych ze schematu losowania proby (stad okreslenie
,podejscie funkeyjne”), a poszukiwanym wektorem wag kalibracyjnych. W zaleznosci
od wyboru postaci funkcji F' () wagi kalibracyjne beda réznej postaci, a ich wyznacze-
nie wymagac¢ bedzie zastosowania metod numerycznych. Na potrzeby pracy rozwazaé
bedziemy funkcje liniowa F' (u) = 1+ u. Alternatywnie funkcje F (-) mozna byloby, na
przyktad, okresli¢ jako F' (u) = exp (u).

Estymator kalibracyjny wartosci globalnej — wykorzystujacy podejscie funkcyjne,
mozna zdefiniowa¢ w nastepujacy sposob.

Definicja 8. Estymatorem kalibracyjnym wartosci globalnej (2.1) skonstruowanym
w oparciu o podejscie funkcyine jest:

YFcal = Zwiyi; (2.67)
i=1
gdzie wektor wag w = (wy, . .. W)’ postaci (2.66) spetnia réwnanie kalibracyjne
X = Xp, (2.68)

a wektory Xg 1 Xy okreslone sq w nastepujgcy sposob:

XF < XF
X — 1 , X — 1 , 269
() o (%) ao
przy czym
N N N T
XF = (Z,Iﬂ’z@’ig,...,zl’ﬂikl), (270)
=1 =1 =
n n T
XFz = (Z dpllea Z dpzxz% SRR Z dpixikz) ) (2'71)
i=1 1=1 =
XF1 = (Z Wi T4, Z W;iTi2, . . - 72 wizi’ﬁ) ) (2'72)
=1 i=1

Xp, =

m T
w;Ti, Z Wiin, ...\ Y wix“@) . (2.73)
i=1

Zwroémy uwage, ze rozwazane w poprzednich podrozdziatach wagi kalibracyjne
sa szczegblnym przypadkiem wag okreslonych w definicji (7). Aby sie o tym prze-
kona¢, wystarczy podstawi¢ d,; = d; oraz z; = x;. Przy tym, jezeli przyjmiemy, ze
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ki, = k oraz ko = 0, to otrzymamy posta¢ wag odpowiadajaca estymatorowi kalibra-
cyjnemu wartosci globalnej ze znanym wektorem X wartoséci globalnych zmiennych
pomocniczych. Gdy k; = 0 oraz ko = k, to otrzymamy postaé wag odpowiadajaca es-
tymatorowi kalibracyjnemu wartosci globalnej ze znanym wektorem X oszacowanych
wartosci globalnych zmiennych pomocniczych. W innych przypadkach tj. gdy znany
jest wektor wartosci globalnych &y zmiennych pomocniczych okreslonych na poziomie
catej populacji i wektor oszacowanych wartosci globalnych ks zmiennych pomocniczych
wyznaczonych w oparciu o dane pochodzace z proby s, 0 < kq, ko < k, to otrzymamy
wagi odpowiadajace uogédlnionemu estymatorowi kalibracyjnemu wartosci globalne;j.

Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka jest posta¢ wag kalibracyjnych przy liniowej
funkeji F (u) = 1+ u.

Twierdzenie 5. Jezeli macierz >, dpizz»a:iT jest nieosobliwa, to wektor wag kali-
bracyjnych w = (wy, . .. ,wm)T, ktorego skladowe sq postaci (2.66) spelnia réwnania
kalibracyjne (2.68) wtedy i tylko wtedy, gdy wektor XT jest postaci:

-1

i=1
gdzie A
R Xg
Xp=|s " 2.
e (30) (2.75)
a

T

XFl = (Z dpiit, Z dpiio, . . ., Z dpixik1> , (2.76)
i=1 i=1 i=1

m m m T
XFz = (Z dpixily Z dpiﬂﬁig, ey Z dpimilm) . (277)
i=1 i=1 i=1

Dowéd. Zatdézmy w pierwszej kolejnodci, ze wektor wag kalibracyjnych w, ktorego
sktadowe sa postaci (2.66) spelnia réwnania kalibracyjne (2.68). Mamy wiec:

wi = dyF (A7), (2.78)
skad
wi = dy; (14 A"2;) . (2.79)
7 powyzszego réwnania wynika, ze
w; — dp; = dpX" 2;. (2.80)
T

Mnozac ostatnie rownanie obustronnie przez x; , a nastepnie dokonujac sumowania po

zbiorze respondentow r otrzymujemy, ze:

i

i=1 i=1 i=1
Stad otrzymujemy, ze:
Xp = XE=A"Y (dzim)). (2.82)

i=1
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Korzystajac z faktu, ze macierz > ;" dpizia:iT jest nieosobliwa oraz, ze spetnione jest
réwnanie kalibracyjne (2.68) otrzymujemy, ze

m -1
A= (Xp - XF)T (Z dpiziwiT> . (2.83)
=1

Na odwrét, zatézmy, ze sktadowe wektora w okreslone sa wzorem (2.66) oraz, ze wektor
AT jest postaci (2.74). Mamy wtedy

-1

w; = dpi + dpi <XF — XF>T (Z deZZQ%T> Zi, (284)
i=1

z czego wynika, ze

-1

=1

T

Mnozac ostatnie rownanie obustronnie przez x; , a nastepnie dokonujac sumowania po

zbiorze respondentow r otrzymujemy, ze:

-1

ZwiwiT — Z dyix] = (XF — XF)T <Z dpizizciT> (Z dpizi:r:iT> ) (2.86)
i=1 i=1 i=1 i=1

Stad mamy i .
Xi - X§ = (Xp - Xp) | (2.87)

z czego wynika, ze Xy = Xp. W

Estymatory kalibracyjne, wyznaczone w oparciu o podejscie funkcyjne, stanowig
szeroka klase estymatoréw wartosci globalnej zmiennej y. Wynika to z faktu, ze istnieje
duza dowolnos$¢ przy wyborze wektora wag poczatkowych d,; i wektora zmiennych
instrumentalnych z;. W konsewencji, istnieje wiele mozliwych sposobéw okreslenia
wag kalibracyjnych w; odpowiadajacych estymatorowi kalibracyjnemu Yeeal- Ponizej
rozpatrzymy niektore z mozliwych do uzyskania estymatoréw kalibracyjnych wartosci
globalnej zmiennej y wskazujac posta¢ wag poczatkowych d,; i wektora z;.

Na poczatku przyjmijmy, ze ky = 1,k = 0. W tej sytuacji zaktadamy, ze dys-
ponujemy jedng zmienng pomocniczg, dla ktorej znana jest jej wartos¢ globalna. W
najprostszym przypadku zatézmy, ze ta zmienna przyjmuje wartosci réwne 1 dla kaz-
dej jednostki ¢ € U, a wigc rowniez dla kazdej jednostki ¢ € s,2 € r. W tym przy-
padku wektor X = N, a wektor Xg = >, d; redukuje sie do sumy wartosci wag
wynikajacych ze schematu losowania proby obliczonej dla wszystkich respondentow,
dla ktérych znana jest wartos$¢ zmiennej y. Przyjmujemy wiec, ze z; = x; = 1 oraz
d,; = d;. W tym przypadku, jak latwo pokaza¢, poszczegdlne sktadowe wektora wag
kalibracyjnych redukuja si¢ do:

d; | N — d;
(2a) g

m

Sd Y
= =1

=1
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2.5. Estymator kalibracyjny wartosci globalnej — podejscie funkcyjne

a estymator kalibracyjny wartosci globalnej jest postaci:
Yra = N = Yexp, (2.89)

gdzie:

3

Z d;y;
U= S (2.90)
d;

=1

Tak okreslony wektor zmiennych pomocniczych, ktéry nie réznicuje jednostek, jest
jednak nieefektywny w badaniach z brakami odpowiedzi (indeks EXP odnosi sie do
czesto wykorzystywanego w metodzie reprezentacyjnej oznaczenia estymatora bezpo-
sredniego (ekspansyjnego)). Obciazenie tego estymatora, jak i jego wariancja, sa za-
zwyczaj bardzo duze. W badaniach statystycznych jest on jednak czesto wyznaczany,
gdyz stanowi punkt odniesienia dla innych estymatoréw, ktore sg z nim poréwnywane.
Jest on rowniez stosowany w tych przypadkach, w ktorych badacz ma przekonanie,
ze braki odpowiedzi maja charakter losowy. Z powyzszych rozwazan nasuwa si¢ wiec
wniosek, ze przy wyborze zmiennych do wektora zmiennych pomocniczych warto, aby
obok zmiennej sztucznej gwarantujacej nam sumowalnos$é¢ wag do liczebnosci populacji,
umiesci¢ inne zmienne — skorelowane ze zmienna Y.

Rozwazmy obecnie sytuacje, w ktorej obok sztucznej zmiennej pomocniczej toz-
samosciowo réwnej 1, wystepuja inne zmienne w wektorze zmiennych pomocniczych.
Zatozmy, ze k1 =k, ky =0, przy czym k > 0 i przyjmijmy, ze ostatnia ze zmiennych
pomocniczych przyjmuje wartos¢ 1 dla wszystkich jednostek. Niech ponadto d,; = d;
oraz z; = ©; = (Ti1, .-, Tik—1, 1)T. Wektor wartosci globalnych X5 jest postaci

T

N N
XF: <Zxﬂ,...,2xik_1,]\7>. (291)
=1 i=1

Dla tak okreslonych wag poczatkowych i wektora zmiennych instrumentalnych z;,
system wag posiada wazng wlasnos¢ wyrazajaca sie tym, ze suma wag kalibracyjnych
rowna si¢ liczebnosci populacji. Cheac wiec sobie zapewni¢ sumowalnosé wag do li-
czebnodci populacji N wystarczy przyjac¢ za jedng ze zmiennych pomocniczych 1.
Przyjmijmy teraz, ze dysponujemy jedng zmienna pomocnicza, dla ktérej znana jest
jej wartos$¢ globalna, tzn. k1 =1, ky=0. W przeciwienstwie jednak do rozwazanego po-
przednio estymatora bezposredniego zaktadamy, ze nie jest ona rowna tozsamosciowo
1 dla wszystkich jednostek. W tej sytuacji @; = z;. Niech dalej dp;, = d; oraz z; =1
dla wszystkich jednostek i. Jest to przypadek, w ktérym wektor zmiennych pomocni-
czych nie jest réwny wektorowi zmiennych instrumentalnych. W tej sytuacji mamy, ze
Xp = Zﬁil ;1 oraz XF =", dixy. W tym przypadku wektor AT przyjmuje postac

N m N
Z Ti1 — Z d;wi Z Zi1
i=1 i=1 i=1

A== == — 1. (2.92)
Zdz‘xil Zdz‘xil
i=1 i=1
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2.5. Estymator kalibracyjny wartosci globalnej — podejscie funkcyjne

Wagi kalibracyjne sa wiec postaci
w; = d;-=L— (2.93)

a estymator kalibracyjny wartosci globalnej przyjmuje postac

Vi = Y Wi = Y Tiio—— = Ypa. (2.94)

ot ot
! ! Z d;ixin
i=1

Jest to estymator ilorazowy wartosci globalnej (subskrypt RA odnosi si¢ do angielskiej
nazwy tego estymatora — ratio estimator).

Gdyby przyja¢ w powyzszym rozumowaniu, ze ky =0, ks =1, to wtedy w miejsce
warto$ci globalnej zmiennej pomocniczej, nalezatoby podstawi¢ jej oszacowanie na
podstawie proby s. Estymator ilorazowy przyjatby postac

n Z diy;
Yira =Y diwy 5. (2.95)

i=1 dezl

W ostatnim rozwazanym przypadku zatézmy, ze oprocz zmiennej x; do wektora
zmiennych pomocniczych wtaczymy zmienng tozsamosciowo rowng 1. Zaktadamy wiec,
ze k1 =2, ko=0. Niech ponadto d,; = d; oraz x; = z; = (x;1, 1)T. W tej sytuacji mamy,
ze

N T m m T
XF = (Z T, N) oraz XF = <Z dixila Z dz> . (296)
i=1 i=1 i=1
Estymator kalibracyjny jest wiec postaci, por. C-E. Sérndal, S. Lundstrom (2005):
YFcal =N [gr + (fi - jr) 67’] - YREGa (297)
gdzie
Z di (zi1 — (i — Ur)
B, == : (2.98)
Z dz (le T )2
=1
przy czym
N m
Z Tl Z d;zin Z d;y;
T= Z:TZV y Xy = Zzin s Y = Z:nl@ : (299)
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2.5. Estymator kalibracyjny wartosci globalnej — podejscie funkcyjne

ausejm aruemoderd() :0jpoly,
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2.6. Whnioski

Jest to estymator kalibracyjny regresyjny wartosci globalnej (subskrypt REG od-
nosi sie do angielskiej nazwy tego estymatora — regression estimator).

Tabela (2.1) przedstawia postaé¢ rozwazanych do tej pory estymatoréw kalibracyj-
nych wartosci globalnej zmiennej y. Zawarto w niej ponadto informacje o wektorze
zmiennych pomocniczych @;, liczbie zmiennych pomocniczych, dla ktorych znane sg
wartosci globalne, liczbie zmiennych pomocniczych, dla ktérych znane sg oszacowania
ich wartosci globalnych w oparciu o dane pochodzace z proby s oraz wektorze z;. We
wszystkich rozwazanych estymatorach przyjeto przy tym zatozenie, ze wektor wag po-
czatkowych spetnia zaleznoé¢ d,; = d;. Oznacza to, ze procesowi kalibracji poddawane
beda wagi wynikajace ze schematu losowania proby.

2.6. Wnioski

W rozdziale drugim przedstawione zostaly — w kompleksowy sposob — metody kon-
strukcji estymatorow kalibracyjnych wartosci globalnej. Udowodniliémy twierdzenia
o postaci wag kalibracyjnych rozwazanych estymatorow, a takze pewne ich wtasnodci.
Wyréznilismy przy tym wszystkie mozliwe poziomy na jakich dostepna moze by¢ in-
formacja o zmiennych pomocniczych, co ma wptyw na posta¢ wag kalibracyjnych oraz
na najwazniejsze wtasnosci samych estymatoréw.

Przedstawiono ponadto, opierajac si¢ na najnowszej literaturze przedmiotu, idee
podejscia funkcyjnego, ktora umozliwia konstrukcje szerokiej klasy estymatoréw ka-
libracyjnych spetniajacych odpowiednie réwnania kalibracyjne bez konieczno$ci mi-
nimalizowania odlegtosci miedzy wagami kalibracyjnymi, a tymi, ktore wynikaja ze
schematu losowania proby.

Zastosowanie w badaniach praktycznych — omawianych estymatorow — jest w duzej
mierze uzaleznione jednak od dostepnosci informacji o zmiennych pomocniczych. In-
nym bardzo waznym kryterium wyboru odpowiedniego estymatora, ktore nalezy wzigé
pod uwage, jest jego obcigzenie i wariancja.

Poniewaz na drodze analitycznej niemozliwe jest w zasadzie ustalenie, ktory z roz-
wazanych estymatoréw kalibracyjnych charakteryzuje si¢ mniejszym obciazeniem i wa-
riancja, w rozdziale czwartym — majacym charakter poznawczy — zaproponowane
i przeprowadzone zostato badanie symulacyjne na rzeczywistych danych pochodzacych
z NSP’2002 celem szczegbdlowego oméwienia wybranych charakterystyk, rozwazanych
w rozdziale drugim estymatorow. Wnioski ptynace z wynikéw badan symulacyjnych,
pozwola oceni¢, w przyblizony sposob, najwazniejsze wtasnosci estymatoréw, a w kon-
sekwencji utatwi¢ wskazanie najodpowiedniejszego estymatora w praktycznych zasto-
sowaniach.

Majac na uwadze dostepnosé¢ informacji o zmiennych pomocniczych oraz wnio-
ski ptynace z rozwazan zawartych w rozdziale czwartym, w ostatnim rozdziale pracy,
podjeta zostanie proba empirycznej oceny rozpatrywanych — w rozdziale drugim —
estymatorow kalibracyjnych w badaniu budzetow gospodarstw domowych.



Rozdziat 3

Estymatory kalibracyjne kwantyla rzedu «

3.1. Podstawowe definicje i oznaczenia

W podejsciu kalibracyjnym ze wzgledu na fakt, ze w wielu badaniach oprécz bra-
kow odpowiedzi, rozktady analizowanych cech charakteryzuja sie silnymi asymetriami
— duza role zaczeto przywigzywaé do problemu estymacji kwantyli, ktére sg czesto
bardziej pozadanymi miarami potozenia anizeli srednia. Dotyczy to zwlaszcza badan
spoteczno—ekonomicznych, w ktérych kwantyle sg bardzo czesto wykorzystywane.

Przyktadowo, w badaniu budzetéw gospodarstw domowych, podaje si¢ oprécz in-
formacji o érednich dochodach gospodarstw domowych i ich wydatkach na réznego
rodzaju ustugi i artykuly — jako podstawowych miarach okreslajacych zamozno$é, po-
ziom zycia oraz strukture konsumpcji — réwniez informacje o grupach kwintylowych
dochodu rozporzadzalnego na osobe w gospodarstwie oraz medianie spozycia niekto-
rych artykuléw zywnosciowych.

Z kolei w europejskim badaniu dochodéw i warunkow zycia (EU-SILC) wyznacza
sie grupy decylowe gospodarstw, celem okreslenia stopnia zréznicowania spoteczenstwa
pod wzgledem uzyskiwanych dochodéw oraz podaje si¢ réznego rodzaju wskazniki
oparte na decylach — wskaznik zroznicowania decylowego, wskaznik wahania decylo-
wego, wskaznik dyspersji decylowej, por. GUS (2007). Informacje o kwantylach moga
by¢ zatem uzyteczne w okresleniu stopnia zréznicowania gospodarstw pod wzgledem
wielkosci uzyskiwanych dochoddéw, spozycia artykutow zywnosciowych czy ponoszo-
nych wydatkach na réznego rodzaju dobra i ustugi.

W zwiazku z powyzszym, w literaturze z zakresu metody reprezentacyjnej, estyma-
cji kwantyli przypisuje sie bardzo duze znaczenie. Szczegdlna role odgrywaja przy tym
te podejscia, ktore oparte sg na wykorzystaniu zmiennych pomocniczych z réznych
zrodet celem poprawy jakosci uzyskanych szacunkow. Nalezy przy tym podkreslié, ze
proces estymacji kwantyli zwigzany jest bezposrednio z poprzedzajacym go etapem
poszukiwania odpowiedniego estymatora dystrybuanty.
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3.1. Podstawowe definicje i oznaczenia

Préby konstrukeji estymatoréw kwantyli, z uzyciem zmiennych pomocniczych, zna-
ne byly na dtugo przed tym, jak kalibracja stata si¢ powszechnie wykorzystywana me-
toda w badaniach czesciowych. Jedng z pierwszych wzmianek na temat wykorzystania
informacji dodatkowych w szacowaniu kwantyli mozna znalez¢ w pracy Chambersa
i Dunstana (1986). W swoim artykule autorzy, opierajac sie na podejsciu wspomaga-
nym modelem, rozwazali metode konstrukcji estymatoréow kwantyli rzedu « bazujac
na estymatorze funkcji rozktadu z uwzglednieniem zmiennych pomocniczych. Metoda
ta, jak wykazali Chambers, Dorfman i Hall (1992) moze jednak dawaé gorsze osza-
cowania w poréwnaniu z klasycznymi estymatorami — w przypadku zle dobranego
modelu opisujacego rozktad cechy w populacji. Do podobnych wnioskow, na podsta-
wie zastosowanego podejécia symulacyjnego, doszli Rao, Kovar i Mantel (1990). Jak
wykazuja autorzy, w przypadku niewlasciwego modelu opisujacego rozkitad badanej
cechy w populacji, podejscie modelowe moze dawac¢ gorsze wyniki w poréwnaniu z za-
stosowaniem klasycznych estymatoréw kwantyli, ktoérych konstrukcja oparta jest tylko
na informacjach pochodzacych z préby.

W ciagu ostatnich lat coraz wiekszg uwage zaczeto przywiazywaé¢ do podejscia ka-
libracyjnego w odniesieniu do kwantyli. Pierwszym, ktory zwrécit uwage na mozliwosé
zastosowania podejscia kalibracyjnego, byt Kovacevié¢ (1997). W zaproponowanej przez
siebie metodzie wykorzystal kalibracje do konstrukcji estymatora dystrybuanty opie-
rajac sie na odpowiednich momentach zmiennych pomocniczych. Podejscie to znalazto
nastepnie zastosowanie w badaniach panelowych europejskich gospodarstw domowych.

7, ostatnich osiggnie¢ z zakresu estymatorow kalibracyjnych kwantyli na uwage
zastuguja prace Ren’a (2002), ktéry — jak podaja Harms i Duchesne (2006) — byt
pierwszym badaczem, ktory w kompleksowy sposob zastosowal paradygmat kalibracji
sformutowany przez Deville’a i Sarndala dla estymatora kalibracyjnego dystrybuanty
i kwantyla rzedu «. Dalsze prace z zakresu kalibracji nawiazywaly do artykutu Ren’a.
Na szczegbdlng uwage zashuguje przy tym metodologia wyznaczania estymatoréw ka-
libracyjnych kwantyli zaproponowana przez Harmsa i Duchesne (2006), a oparta na
koncepcji tzw. dystrybuanty interpolacyjne;j.

Nalezy jednak podkresli¢, ze w zadnej z dotychczas cytowanych prac nie zwracano
uwagi na wplyw brakéw odpowiedzi na proces estymacji kwantyla rzedu «. Okazuje
sie, ze zaproponowang przez Ren’a, Harmsa i Duchesne metodologic mozna przeniesé
na przypadek, gdy w badaniu nie dysponujemy kompletnym zbiorem informac;ji.

Rozdziat ten poswiecony jest zatem konstrukeji estymatoréw kalibracyjnych w sy-
tuacji, gdy w badaniu wystepuja braki danych. Proponowane podejscie rozszerzymy
dodatkowo o przypadek, gdy nie sa znane — w przeciwienstwie do tego co zaktadali
Harms i Duchesne — kwantyle rzedu a dla wszystkich zmiennych pomocniczych na
poziomie populacji U, a tylko ich oszacowania. Co wigcej, uwzgledniony zostanie przy-
padek estymatora kalibracyjnego kwantyla rzedu «, przy zalozeniu, ze dla zmiennych
pomocniczych znane sg kwantyle dowolnego rzedu badz ich oszacowania z préoby.

Zalozmy — podobnie jak w odniesieniu do estymatora kalibracyjnego wartosci
globalnej, ze dana jest N — elementowa populacja U = {1,..., N}, z ktorej losujemy
zgodnie z okreslonym schematem losowania n — elementowa probe s C U. Niech m;
oznacza prawdopodobienstwo inkluzji ¢ — tej jednostki do proby, natomiast d; = 7%
wage odpowiadajaca jednostce 7. Z

Zaktadamy, ze celem badania jest oszacowanie kwantyla @), , rzedu o zmiennej y.
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3.1. Podstawowe definicje i oznaczenia

W szczegbdlnym przypadku, gdy a = 0.5 dokonujemy oszacowania mediany zmiennej
y. Zatézmy w dalszym ciagu, ze r oznacza m — elementowy zbiér respondentéw, dla
ktérych znana jest warto$¢ zmiennej y. W konsekwencji s\r oznacza zbiér nierespon-
dentow tj. n—m jednostek w probie, ktore z réznych powoddéw nie udzielity odpowiedzi
i nie jest znana dla nich warto$¢ zmiennej y.

Obecnie zdefiniujemy kilka podstawowych poje¢ niezbednych w dalszych rozwaza-
niach.

Definicja 9. Dystrybuantq zmiennej y nazywamy funkcje postaci:

N
> H(t—yi)
E,t)="—w— 3.1
() =T (31)
gdzie:
_ ]-7 t > Yi,s
dlai=1,...,NiteR.
Definicja 10. Q. nazywamy kwantylem rzedu o zmiennej y jezeli:
Qyo =nf{t|F,(t) > a}, (3.3)

gdzie a € (0,1), t € R.

Wyznaczenie z powyzszej definicji kwantyla rzedu « jest w badaniach prowadzo-
nych metodg reprezentacyjng niemozliwe, ze wzgledu na nieznajomosé funkceji rozktadu
zmiennej y. Dlatego niezbedne jest znalezienie odpowiedniego estymatora dystrybu-
anty, w oparciu o ktory bedzie mozna wyznaczy¢ interesujacy nas kwantyl.

Definicja 11. Dystrybuantg interpolacyjng zmiennej y nazywamy funkcje postaci:

. ZwiHy,r (t7yi)
Fy,cal (t) = e m ) (34)

D wi

=1

gdzie funkcja Hy, (t,v;) jest okreslona jako:

17 Yi < Ly,r (t) )
Hy,r (t7 yz) = ﬁy,r (t) y Yi = Uy,r (t> ) (35)
07 Yi > Uy,r (t> )
PrIY Czym:
Ly, (t) = maz{{y;,i € r|y; <t} U{—00}}, (3.6)
Uyr(t) = min{{y;,i € rly;, >t} U{oco}}, (3.7)
t— Lw(t)

Sl = - L)

dlat=1,...,m,teR.
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3.2. Estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o ze znanym wektorem Q4 o

W podobny sposéb definiujemy dystrybuante interpolacyjng poszczegdlnych zmien-
nych pomocniczych.

Definicja 12. Dystrybuantq interpolacyjng zmiennej pomocniczej x; nazywamy funk-
cje postaci:

n

Zwinj,s (t> -Tij)

gdzie funkcja H,, s (t,7:) jest okreslona jako:

]-7 :L‘ij < Lx]-,s (t) )
Hmj,s (ta xij) = ﬁ$j78 (t) y Ly = ij,s (t) ) (310)

07 Lij > Ux],s (t) )

pray czym:
Ly, s(t) = maz{{z,i € s|z;; <t} U{—o00}}, (3.11)
Us, s(t) = min{{w;,i € s|x;; >t} U {oo}}, (3.12)
t— L, J(t

Be;s(t) = 0 (3.13)

Us, s(t) = Lg, s(t)
dlai=1,...,n,5=1,...k, i1t € R.

Réznica miedzy dystrybuantg interpolacyjng zmiennej y, a zmienng x; odnosi si¢
w zasadzie do zbioru, na ktorym dokonujemy sumowania odpowiednich wartosci. Dla
zmiennej y, sumowanie ze wzgledu na braki odpowiedzi, odbywa sie po zbiorze respon-
dentéw r. W przypadku zmiennych pomocniczych, dla ktérych zaktadamy, ze mamy
informacje na poziomie catej proby, sumowanie odbywa sie po wszystkich jednostkach
do niej nalezacych.

Wystepujace w definicji dystrybuanty interpolacyjnej funkcje, maja bardzo intu-
icyjne interpretacje. L, ,(t) oznacza najblizszego sasiada punktu ¢ ,z dolu” w upo-
rzadkowanym niemalejaco zbiorze wartosci zmiennej y. W przypadku gdy ¢ = y; dla
pewnego ¢ € r to wtedy L, ,(t) = Ly.(y;) = yi. Uy,(t) oznacza z kolei najblizszego
sasiada punktu t .z gory”, w uporzadkowanym niemalejaco zbiorze wartosci zmiennej
y, ktéry jest jednoczes$nie wigkszy od t. Funkcja Hy, (t,y;) jest zmodyfikowang wersja
funkcji H okreslonej we wzorze (3.2). W szczegblnym przypadku, gdy ¢ € {y;,i € r}
spelniony jest warunek H(t —v;) = H,,(t,v;). Parametr 3, () oznacza z kolei wspél-
czynnik liniowej interpolacji pomiedzy L, ,(t) i U, (t). Oznacza to, ze w punktach ¢,
dla ktorych t # y; funkcja H(t —v;) # Hy (L, i)

3.2. Estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o ze znanym
wektorem (),

Zatézmy, ze znany jest wektor Qpo = (Quy.as-- - Qo) ztozony z kwantyli rzedu
a wszystkich zmiennych pomocniczych. Zaktadamy, ze informacje na temat kwantyli

51



3.2. Estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o ze znanym wektorem Q4 o

posiadamy z innych niz badanie czesciowe zrodet: spiséw lub rejestrow administra-
cyjnych. Podobnie, jak w przypadku estymatora kalibracyjnego wartosci globalnej,
rozwazymy rozne sytuacje, w zaleznosci od informacji dodatkowych, jakie bedziemy
posiadali.

W pierwszym rozwazanym podejsciu zaktadamy, ze:

e dla kazdego respondenta znana jest wartos¢ kazdej zmiennej pomocniczej, tj. znana
jest macierz X, okreslona wzorem (2.6),
e znany jest wektor ), o kwantyli rzedu o wszystkich zmiennych pomocniczych.

W podejsciu tym nie wymaga sie, aby znane byty warto$ci zmiennych pomocni-
czych dla wszystkich jednostek wylosowanych do préby s, ale tylko w odniesieniu do
respondentéw, dla ktorych znane sg warto$ci zmiennej y.

Definicja 13. Estymatorem kalibracyjnym kwantyla @, . rzedu o zmiennej y jest:

vacalva = Fy_,Clal(a)7 (3'14)
gdzie dystrybuanta interpolacyjna Fy’cal (t) okreslona jest wzorem (8.4), a wektor wag
kalibracyjnych w = (wy, ..., wy,)" jest rozwigzaniem zadania minimalizacyi

w = argmin, D (v,d), (3.15)

przy warunkach:

> w; =N, (3.16)
=1
Qua = Qu.cala: (3.17)
gdzie:
Queate = (Qurcatas- -+ Qupcata) (3.18)

a funkcja odleglosci D (v,d) okreslona jest wzorem (2.4).

Réwnania (3.16) 1 (3.17) sa tzw. réwnaniami kalibracyjnymi. Pierwsze z nich od-
nosi sie do naturalnego warunku, aby suma wag kalibracyjnych réownata si¢ liczebnosci
populacji. Drugie z nich jest odpowiednikiem réwnania (2.12). Zgodnie z nim, wektora
wag w poszukujemy w ten sposob, aby kwantyl kazdej zmiennej pomocniczej, okreslony
na poziomie calej populacji, réwnat sie oszacowanemu kwantylowi na podstawie zbioru
respondentéw. Do estymacji tego kwantyla wykorzystujemy dystrybuante interpola-
cyjna (3.9) oraz macierz X,. Z tego wzgledu w definicji dystrybuanty (3.9) sumowanie
odpowiednich wartosci, odbywa si¢ na zbiorze wartosci wszystkich respondentow tj.
w miejsce liczebnosci préoby n nalezy wstawic¢ liczebno$é zbioru respondentéw m. Wy-
nika to z samej idei kalibracji. Mozna tutaj bowiem zastosowa¢ podobne rozumowanie,
jak w przypadku estymatora kalibracyjnego wartosci globalnej ze znanym wektorem
X wartosci globalnych zmiennych pomocniczych.

Mianowicie, jezeli bedziemy dysponowali odpowiednio dobranym wektorem zmien-
nych pomocniczych, to wagi kalibracyjne spelniajace réwnanie kalibracyjne (3.17),
powinny umozliwié¢ ,lepsze” oszacowanie kwantyla rzedu o zmiennej y. Innymi stowy,
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przy odpowiednio dobranym wektorze zmiennych pomocniczych — wagi, ktére be-
dziemy wykorzystywaé przy szacowaniu kwantyla rzedu a zmiennej y — powinny
wodtwarza¢” zachowanie sie wag uzyskanych z réwnania kalibracyjnego (3.17). ,Na-
sladowanie wag kalibracyjnych” oznacza przy tym sytuacje, w ktorej ich zastosowanie
na poziomie préoby do kazdej zmiennej pomocniczej ¢ = 1, ..., k oddzielnie, umozliwia
uzyskanie szacunku kwantyla rownego doktadnej wartosci kwantyla @), o tej zmiennej
na poziomie calej populacji, a w konsekwencji rowniez przyblizonej wartosci kwantyla
Q.o Zmiennej y.

Zwroémy uwage, ze estymator kalibracyjny kwantyla rzedu a mogliby$Smy réwno-
waznie zdefiniowa¢ w nastepujacy sposob.

Definicja 14. Estymatorem kalibracyjnym kwantyla @, o r2edu o zmiennej y jest:

QAy,C(ll,a - F;j&l(a)7 (319)
gdzie dystrybuanta interpolacyjna Fyml (t) okreslona jest wzorem (3.4), a wektor wag
kalibracyjnych w = (wy, ..., wy,)T jest rozwigzaniem zadania minimalizacyi

w = argmin, D (v,d), (3.20)

przy warunkach:

Zwi =N, (3.21)

Fmi,cal (Q:ci,a) =, (322)
gdzie i =1,... k, a funkcja odlegtosci D (v,d) okreslona jest wzorem (2.4).

Réwnowaznosé obydwu definicji wynika z uwagi poczynionej powyzej, ze wagi do-
bierane sa w ten sposob, ze ich zastosowanie na poziomie proby do kazdej zmiennej
pomocniczej ¢ = 1,..., k oddzielnie, umozliwia uzyskanie doktadnej wartosci kwantyla
)z, o tej zmiennej na poziomie calej populacji. Oznacza to, ze wartos¢ dystrybuanty
interpolacynej dla ¢ — tej zmiennej pomocniczej w punkcie Qxi’cal,a przy wektorze wag
kalibracyjnych w spelnia rownanie inml (Qmi,ml,a) = «. Definicja (14) jest jednak
wygodniejsza do wyprowadzenia wzoru na posta¢ wag kalibracyjnych, o czym moéwi
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 6. Rozwigzaniem zadania minimalizacji funkcji odleglosci (3.20), przy
warunku (3.21) i (3.22) jest wektor wag kalibracyjnych w = (wy, ..., wy)", ktérego
sktadowe spelniajq rownanie:

m -1 m
W; = dl + dZaZT (Z dlaZaZT> (Ta — Z dlaz> s (323)
i=1 =1

gdzie:
T.=(N,o,...,a), (3.24)
k
T
a;, = (1, Aily e vy aik) y (325)
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PrRY CRYM:
Nﬁl, Lij < ij,r(ij,a)u
a; =18 N300 (Quya);  @ij = Uy r(Quy0); (3.26)
07 :Eij > ij,r(ij,a>;

1=1,....m,7=1,...,k.

Dowdéd. Wagi kalibracyjne w; dla ¢ = 1,...,m znajdziemy, korzystajac z metody
czynnikoéw nieoznaczonych Lagrange’a.
Funkcja Lagrange’a ma postac:

1 (U)Z — d1>2 n k ~
L=33 =" +X (N - wi> +3 N (0= Fopout (@uya)) - (327)
i=1 t i=1 Jj=1

Z réwnania kalibracyjnego (3.21) wynika, ze:

m

m
wiH:Ej,r (ij,om xij) Z winj,r (Qa:j,om xij)
1 _ =1

ij,cal (Qmj,a> == (328)

i=1
Funkcje Lagrange’a mozna wiec przedstawi¢ w postaci:

m

1™ (’UJ _ d)2 m k Zwinj,r (Qmj,oua:ij)
L=353 00 (N =D w43 A fa— = - (3.29)
2 d; i=1 j=1 N

=1

Pochodna funkcji L dla i =1,...,m ma postac:
oL 1 2 P — 2dz k H:cj,r ij,aa Lij
_ 2. wi_AO_ZAj ( J). (3.30)
(?wi 2 dl ) N
Poniewaz:
1, Lij < ij,'r(sz,a)a
sz,r (Qazj,aa xij) = ﬁxj,T(Q:Uj,a)v Tij = U$‘7,T(Q$]‘7Oé>’ (331)
07 $7Lj > Uzj,r(Q:cj,oc)a
to przyjmujac, ze:
H:(:-,r Qxl,omwi'
Qi = ! ( N] ]) (332)
otrzymujemy:
N_l, Tij < ij,r(ij,a)a
Q5 = N_lﬂa:j,r(ij,a)a Tij = Uzj,r(Q:vj,a)v (333)
0, Tij > Um]-,r(Qmj,a)-
Pochodna funkcji L mozna wiec przedstawi¢ w nastepujacej postaci:
OL  w;—d; i
==X — D _Nay. 3.34
Dy d; 0 JZ::l 7 %ij ( )
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Przyjmujac, ze:

;0 = 1, (335)
dla¢=1,...,m, otrzymujemy, ze:
oL  w;—d; &
== Na;. (3.36)
3wi dz j=0 I

Przyjmujac a; = (1, a;, . .. ,aik)T iA= (Ao, /\k)T dla i = 1,...,m oraz przy-
rownujac do zera obliczong pochodng otrzymujemy, ze:

wi =d; (1+ A'a;) = d; (1+a] ), (3.37)
co wynika z faktu, ze:
k
> Naij = A"a; = al A (3.38)
=0

Mnozac obustronnie réwnanie (3.37) przez a;, a nastepnie dokonujac sumowania po
zbiorze wszystkich respondentow r otrzymujemy:

>wia; =Y dia; (1+a]' A). (3.39)
i=1 i=1
Dokonujac przeksztatcenia ostatniego réwnania otrzymujemy:
i=1 i=1 i=1

Zwroéémy uwage, ze:

m m m T
Z w;a; = (Z wy, Z W41, - Z wﬂzk) =
=1

=1

m T
- <szwzazl7 Zw azk) =

T
= (N7 le,cal le,a) ) ka,cal (Q:Ek,Oz)) =
= (N,a,...,a) =T, (3.41)
%/—/

.
—_

Zaktadajac, ze macierz 3.1 d;a;al jest nieosobliwa, otrzymujemy nastepujaca postaé
wektora A:

- (é diaia?) 1<Ta - é diai) : (3.42)

Stad, korzystajac z réwnania (3.37) i wyznaczonej postaci wektora A otrzymujemy, ze:
1 m

w; = d; <1+aT)\) =d; +d;a’ (Zdaz ) <Ta—Zdiai> , (3.43)
i=1
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a wiec, poszukiwang posta¢ sktadowej wektora wag kalibracyjnych.

Nalezy jeszcze sprawdzié¢, ze w punkcie w = (wq, .. . ,wm)T istnieje minimum (wa-
runek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego). Niech ¢ bedzie niezerowym
wektorem takim, ze & € R™. Nalezy wykaza¢, ze forma kwadratowa d*L (w) (£) jest
dodatnio okreslona. Mamy:

m 82
PLE O = Y 5566 (3.44)

Zauwazmy, ze:

agL A L
_{7?1 dlai=j, (3.45)

0 dlai#j.

awiwj n

Podstawiajac obliczone pochodne drugiego rzedu do formy kwadratowej (3.44) otrzy-
mujemy, ze:

d’L = >

1,j=1

2

" 8% G 66 = L (3.46)
Jest to oczywiscie forma kwadratowa dodatnio okreslona. Stad wektor wag kalibracyj-
nych w = (wq, ... ,wm)j: ktorego sktadowe spelniaja warunek (3.23), jest poszukiwa-
nym rozwigzaniem zadania minimalizacji funkcji odlegtosci. W

Po wyznaczeniu wektora wag kalibracyjnych w = (wy, .. ., wm)T, kolejnym etapem
jest oszacowanie kwantyla @), . rzedu o zmiennej y tj. Qy,mm. Ponizsze twierdzenie
umozliwia konstrukcje estymatora kalibracyjnego takiego kwantyla.

Twierdzenie 7. Jezeli dla pewnego p €{1,...,m — 1} spelnione sq¢ nastepujgce wa-
runk:: R A
Fy,cal (yp) < «, Fy,cal (prrl) > «, (347)

to estymator kalibracyjny nycal,a kwantyla Q. wyraza sig¢ nastepujecym wzorem:

p
Na — Zwi
i=1

Qy,cal,a =Yp + (yp+1 - yp) : (348)

Wp+1

Dowéd. Pokazemy, ze Fy,cal (nyml,a) = «. Bez straty ogolno$ci mozemy zaltozy¢, ze
Y1 < Yo < ... < Y. W przeciwnym przypadku mozemy uporzadkowaé wartosci zmien-
nej y w zbiorze respondentéw r w cigg niemalejacy i dokonaé¢ przenumerowania indek-
sow odpowiadajacych poszezegblnym jednostkom. Z zalozenia, ze istnieje jednostka
p, dla ktorej Fy ca (Yp) < @, oraz Fy o (Ypr1) > o wynika, ze Qycaa € (Yps Ypt1)-
W zwigzku z powyzszym zachodzg ponizsze réwnania:

Ly,r (Qy,cal,a) = Yp, (349)
Uy,r (Qy,cal,a) = yp-l-la (350)
ﬁy,r (Qy,cal,a) = W. (351)
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W konsekwencji:

L, Yi S Y
Hy,r (Qy,cal,au yz> = %7 Yi = Yp+1, (352)
0, Yi > Yp+1-

Stad otrzymujemy, ze:

i wiHyﬂ" (Qy,cal,aa yl) i wz’Hy,r (Qy,cal,a; yz)

7 A =1 3.21) i=1
Fy,cal (Qy,cal,a) - ™ (220 N -

=1

Zp: wiHy,r (Qy,cal,ou yz) + prrlHy,r (Qy,cal,aa prrl) + i wiHy,r (Qy,cal,aa yz)

_ =1 i=p+2 .
= ¥ _
P
Na — Z w;
u Acaa_ P y+ wi:1 (y+1_y)_y
Z Ww; -+ w +1 7@@(, b Yp Z w; + w 41 P p+l b P b
P P
(3.52) i=1 Yp+1 — Yp _ =l Yp+1 — Yp _
N N
P
Na— ) w; P
; Na — Z W
zp: w; + w Wpt1 (yp+1 - yp) zp: Wi 4w =1
) +1 ) +1
_ =1 g Yp+1 — Yp _ =l P Wp41 — (3 53)
N N ’ ’

co konczy dowdd twierdzenia. WM

Jedna z bardzo waznych wtasnosci estymatora kalibracyjnego kwantyla rzedu o
zmiennej y, w przypadku gdy dysponujemy tylko jedna zmienng pomocnicza x, tj. gdy
k = 1 podaje ponizsze twierdzenie. Zgodnie z nim, jezeli zwigzek pomiedzy zmienng vy,
a zmienng pomocniczag x jest liniowy oraz znany jest kwantyl rzedu o zmiennej x na
poziomie catej populacji, to woéwczas jesteSmy w stanie uzyskaé¢ doktadne oszacowanie
wartoéci kwantyla @), , zmiennej y, w przypadku gdy wspoétczynnik kierunkowy jest
dodatni oraz Q) 1—«, W przypadku gdy wspoétczynnik kierunkowy jest ujemny.

Oczywiscie w praktyce badan statystycznych taka liniowa zalezno$¢ na poziomie
catej populacji nie istnieje. Twierdzenie to jednak pokazuje, ze w przypadku, gdy
istnieje silna liniowa zalezno$¢ miedzy zmiennymi y i x ocena punktowa estymatora
kwantyla @), . powinna by¢ bliska jego prawdziwej wartosci.

Twierdzenie 8. Zalozmy, ze dla wszystkich jednostek i € U spetniona jest zalezno$é
Y; = ap+ayx; oraz wartosci zmiennej pomocnicze] xr tworzq ciqg niemalejgcy tj. 1 <
... < zy. Niech ponadto dla zmiennej x znany bedzie kwantyl Q. rzedu o, dla ktérego
istniejq dwie jednostki ty,ty € v takie, ze x4, < Quo < T1,. Wowczas:

o jezelia; >0 to Qo = Qy,cal,a;

o jezelia; <0 to Qyi—a = Qyml,l,a.
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Dowéd. Rozwazymy dwa przypadki a; > 0 oraz a; < 0. Przypadek, kiedy a; = 0 jest
oczywisty, poniewaz wtedy dla kazdej jednostki ¢ € U, y; = x;, a wiec i odpowiednie
kwantyle zmiennej y i x sg sobie rowne.

Niech a; > 0 oraz t € R. Poniewaz zaleznos¢ y; = ag+ aiz; zachodzi dla wszystkich
jednostek ¢+ € U oraz a; > 0, to wtedy spelnione sa nastepujace rownosci:

L, (ap+ait) =max {{y;,i € r|y; < ag+ait}U{—o0}} =

max {{ap + ayz;,i € r|ag + arz; < ag + art} U {—o0}} = (3.54)
ap + aymax {{z;,i € r|z; <t}U{—oo}} =ap+a1L., (1),

U, (ao+a1t) = min {{y;,i € r|y; > ap+ a1t} U {oo}} =
= min {{ap + a1z;,7 € r|ag + a1z; > ap + art } U {oo}} = (3.55)
ap + aymin {{z;,i € r|x; >t} U{oo}} = ap + a1 Uy, (t)

oraz

ag + Glt — Lyﬂa (a0+a1t) .
Uy (ao+ait) — Ly, (ag+ast)

@77‘ (a0+a1t) =

_ ap+ a1t — (ap + a1 Ly, (1)) _ ar (t — Ly, (1)) _ (3.56)
Qo + alUJm» (t) — (CLQ + alLLr (t)) aq (Umﬂn (t) — Lx,r (t)) ’
t — Ly, (t)
= : = Dg.r t .
Upr (t) — Ly y (t) Bar (2)
W konsekwencji spetniona jest nastepujaca rownosc:
Hy,r (CLO + a1t7 yz) = Hxﬂa (t, J}Z) . (357)
Mamy bowiem:
1, Y < Lyﬂa (ao + Cllt)
Hy,r (aﬂ + alt7 yz) = ﬁy,r (ao + alt) y Yi = Uy,r ((10 + alt) -
07 Yi > Uyr (ao + aflt)
L ap + az; < ag+ a1 Ly, (1)
= ﬁx,r ( ) ap + a1x; = ag + a1 U, z,r (t) = (358)
0, ap+ arz; > ag + a1Uy, (1)
1, ZT; < Lx,r (t)
= ﬁx,r (t) y Lj = U:c,r (t) = Hx,r (t> 337,) .
O, xT; > Ux,r (t)
Ponadto A .
Fy,cal (CLO -+ a1t> = Fz,cal (t) . (359)
Wynika to z faktu, ze:
S wiHy, (ao +art,y:) > wH,, (¢, ;)
Fy,cal (ao + alt) - = ™ — =1 m = L'z cal (t) . (360)

> wi > wi
i=1 i=1
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Dokonujac podstawienia t = Q. ., otrzymujemy, ze:

Fy,cal (CLO + alQﬂC,a) = Fx,cal (Qx,a) = . (361)
Poniewaz jednak ap + a1Qza = @y, to réwniez:

Fy,cal (Qy.a) = . (3.62)

W konsekwencji Qy,ml,a =F 1 (a) =Qya-

y,cal

Niech a1 < 0 oraz t € R. W tym przypadku dodatkowo rozwazymy nastepujace
dwie sytuacje. W pierwszej, zalézmy, Ze istnieje taka jednostka j € r, Ze x; =t. Poniewaz
zaleznos¢ y; = ag + ayx; zachodzi dla wszystkich jednostek ¢ € U oraz a; < 01 dla
pewnego j € r,z; = t, to wtedy spelnione sg nastepujace réwnosci:

Ly, (ap+ait) = max {{y;,i € 7 |y; < ap+art} U{—0o0}} =

= max {{ag + ayz;,i € r|ag + a1z; < ag + at} U {—o0}} =

=max {{ap + a1z, €r|e; >t} U{—o0}} = (3.63)
max {{ap + a1z, i € r|z; =t} U{—o00}} = ap + a1z; =

= ap+ait = ap + aymax {{z;,i € r|z; <t}U{—oco}} =ag+ai1L,, (),

U, (ap+art) =min {{y;,i € r|y; > ap + a1t} U {oo}} =
= min {{ap + ayz;,i € r|ag + arz; > ap + a1t} U {oo}} = (3.64)
= min{{ap + ayz;,i € r|z; <t} U{oo}} = ao+ a1z

oraz

ag + Cllt — Lyr (a0+a1t)
r(ag+aqt) = : =
B (a0 +art) U, (ag+ayt) — Ly, (ag+ait)

ap + art — (ag + a;t)

_ =0. (3.65)
ao +a1T;_1 — (ap + aﬂj)
7 powyzszych rownosci wynika, ze:
17 Yi < Ly,r (GO + alt)
Hy, (ao + art,y;) = { Byr (a0 +ait) , yi = Uy (ag + art) =
0, yi > Uy (ag + agt)
< .
1, ag + a1T; < Qg + A1 17 ; > z;
= O, ap + a1x; = ag + GTj—1 = . (366)
0, Z; < Tj—1
0, ap + a1x; > ag + a1z
7, drugiej zas strony
1, =, > x;
H )= H o) = oz .
x,T (t7 xl) x,T ($]7 ‘1'.7,) { O’ xz < x]+1 (3 67)

30 Zalozenie, 7e istnieja dwie jednostki t1,t2 € r takie, ze 7, < Qua < Ty, gwarantuje, ze
Ly, (ag+a1Qy,a) # —o0 oraz Uy, (ag + a1Qy,a) # 00. Innymi slowy, zalozenie to gwarantuje nam
istnienie kwantyla Qy cal,a-
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Wynika to z faktu, ze:

Lxr (t) = Lccr (l‘]) = Ilfj, (368)
Usr () = Uz (%) = @541, (3.69)
By (t) = Boy (z;) = 0. (3.70)
Z réwnosci (3.66), (3.67) wynika, ze
Hy, (ao +ait,y;) = Hy, (ag + ar1vj,y) =1 — Hyp (8, 2) = 1 — Hp o (35,25) . (3.71)

Zatozmy teraz, ze dla kazdej jednostki j € r, x; # t. Przyjmijmy, ze dla pewnego
J € r, x; <t < xj. Poniewaz zaleznos¢ y; = ag + aix; zachodzi dla wszystkich
jednostek 7 € U oraz a; < 0 i dla kazdej jednostki j € r,z; # t, to wtedy spelnione sg
nastepujace roéwnosci:

L, (t) =z, (3.72)
Upr (t) = 211 (3.73)
Stad:
Ly, (ap+ait) = max {{y;,i € r|y; <ap+art} U{—o0}} =
= max {{ao + a1z;, 1 € r|ag + ayx; < ap+ a1t} U{—o0}} = (3.74)

= IIlaX{{CL() + G/ll’i,i er |ZEZ > t} U {—OO}} =ag + A1Tj41 = Ao + alUm (t) s

U, (ap+ait) = min{{y;,i € r|y; > ap+ a1t} U {oo}} =

= min {{ag + a1, € r|ag + a1x; > ap + art } U {oo}} = (3.75)
= min{{ap + mz;,i € r|z; <t} U{oo}} = ap+a1x; = ag+ a1 Ly, (1)
oraz
ag + a1t — Ly, (ap+aqt)
r(ag+ait) = : =
By (a0 +art) Uyr (ag+ait) — Ly, (ag+ast)
_ Gotagt— (ap + a1Us, (1)) o t= Uy (1) _ (3.76)
ap + ale,r (t) — (ao + &1U$7r (t)) Lxﬂa (t) — Ux,r (t) ’
U,,(t)—t t—L,,(t
= - () =1- - () =1— 0., (t).
Upr (t) — Lay (1) Upr (t) — Lay (1) '
1, yi < Ly, (ap + art)
H,, (ag + ait,y;) = { Byr (a0 + ait), yi = Uy, (ao + art) =
0, yi > Uy, (ao + aqt)
1, Qo + a1x; < Qo + aleﬂ. (t)
= 1-— ﬁac r (t) , Qo +ai1x; = ag + alLa:,r (t) = (377)
0, ag + a1x; > ag + ale (t)
]_, xX; } Uwﬂn (t)
= 1-— ﬂa: r (t) , Xy = Lx,r (t) =1- Hx,r (t, $7,) .
O, T; < Lxﬂn (t)
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W obydwu przypadkach, gdy a; < 0 otrzymalismy, ze:
Hy,r (ao + alt, yz) =1- Hxﬂn (t, ZL’Z) . (378)

W przypadku, gdy wspotezynnik kierunkowy a; < 0 spelniona jest nastepujaca
rOWNosc¢:

ap + ale,a = Qy,lfoz- (379)
Ponadto X A
Fy,cal (CLO + (1175) =1- F:r,cal (t) . (380)
Wynika to z faktu, ze:
> wiHy, (ag+ art,y;) Y wi (1 — Hy, (E, 7))
Fy,cal (ao + alt) = =1 ™ = =1 Py =1- Fx,cal (t) .
S S
=1 =1
(3.81)
Stad, przyjmujac, ze t = () o otrzymujemy, ze:
Fy,cal (Qy,l—a) = Ay,cal (Go + ale,a) =1- Fx,cal (Qaz,a) =1-a. (382)

Ostatecznie Qy cat1—a = ngfclal (1—a)=Qy1—on N

3.3. Estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o ze znanym
wektorem @),

W sytuacji, gdy nie dysponujemy wektorem Qgo = (Quras---» Q%Q)T kwantyli
rzedu «, zachodzi koniecznosé oszacowania jego sktadowych na podstawie informacji
pochodzacych z proby. Jest to czesto spotykana sytuacja ze wzgledu na fakt, ze nie
zawsze odpowiednie dane o kwantylach, mozliwe sa do pozyskania ze spiséw badz
odpowiednich rejestréw administracyjnych.

W drugim rozwazanym podejsciu zaktadamy, ze:

e dla wszystkich jednostek z proby znana jest wartos¢ kazdej zmiennej pomocniczej,
tj. znana jest macierz Xg okreslona wzorem (2.7),
e nie jest znany wektor () o kwantyli rzedu o wszystkich zmiennych pomocniczych,

. A A T

e znany jest wektor Qp = (Qm,a, e sz’a) , ktorego poszczegolne sktadowe sa
oszacowaniami odpowiednich sktadowych wektora ()5, W oparciu o dane pocho-
dzace z proby s.

W podejéciu tym nie wymaga sie, aby znane byly kwantyle rzedu a na poziomie
populacji dla wszystkich zmiennych pomocniczych. Wymaga si¢ jednak, aby znane
byty wartosci tych zmiennych dla wszystkich jednostek wylosowanych do préby s, ce-
lem oszacowania ich kwantytli. Pytanie jakie przy tym pojawia sie w tej sytuacji jest,
jakiego estymatora uzy¢, aby moc znalezé oszacowania kwantyli zmiennych pomoc-
niczych. Naturalnym kandydatem jest estymator Horvitza-Thompsona, zdefiniowany
ponizej.
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3.3. Estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o ze znanym wektorem Qx,a

Definicja 15. Estymatorem Horvitza- Thompsona kwantyla rzedu o zmiennej pomoc-
niczej xj jest:

Q:cj,HT,oz = Fx_]l (a) ’ (383)
gdzie:
Z dinj,s (t7 xz])
sz (t) = =l n ) (384)
> di
i=1

a funkcja Hy, s (t,245) zdefiniowana jest wzorem (3.10), j =1,... k, t € R.

Definicja estymatora kalibracyjnego kwantyla rzedu « zmiennej y przy znanym
wektorze () o 0szacowanych na podstawie proby s kwantyli zmiennych pomocniczych,
przyjmuje nastepujaca postac.

Definicja 16. Estymatorem kalibracyjnym kwantyla Q. rzedu o zmiennej y jest:

C?y,cal,a = Fy_,clal(o‘)v (3.85)
gdzie dystrybuanta interpolacyjna wal (t) okreslona jest wzorem (3.4), a wektor wag
kalibracyjnych w = (wy, ..., wy,)" jest rozwigzaniem zadania minimalizacyi:

w = argmin,D (v,d), (3.86)
przy warunkach:
> w; =N, (3.87)
i=1
in,cal (Qmmx) = Q, (388)

gdzie i =1,...,k, a funkcja odleglosci D (v,d) okreslona jest wzorem (2.4).

Réwnanie (3.88) jest odpowiednikiem réwnania kalibracyjnego (2.36) wartosci glo-
balnej ze znanym wektorem X. Zgodnie z nim, wektora wag w poszukujemy w ten
sposob, aby dla kazdej zmiennej pomocniczej, ocena estymatora Horvitza-Thompsona
kwantyla rzedu a wyznaczona na podstawie danych pochodzacych z proby s, réwnata
sie oszacowanemu kwantylowi na podstawie zbioru respondentow r z uwzglednieniem
wag kalibracyjnych.

Definicja estymatora kalibracyjnego kwantyla (14) rézni sie od definicji (16) uzytym
w réwnaniu kalibracyjnym wektorem. W definicji (14) zaktadamy, ze znane sa kwan-
tyle rzedu a zmiennych pomocniczych na poziomie calej populacji, a w definicji (16)
zaktadamy, ze znane sa tylko ich oszacowania uzyskane w oparciu o dane pochodzace
z proby s.

Podobnie jak w twierdzeniu (6) mozna znalezé wektor wag kalibracyjnych — korzy-
stajac z metody czynnikow nieoznaczonych Lagrange’a.
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3.4. Estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o ze znang macierza Qg o

Twierdzenie 9. Rozwigzaniem zadania minimalizacji funkcji odleglosci (3.86), przy
warunku (3.87) i (3.88) jest wektor wag kalibracyjnych w = (wy, ..., wy)", ktérego
sktadowe spetniajg réwnanie:

m -1 m
W; = dl + dZaZT <Z dlaZaZT> (Ta — Z dlaz> s (389)
=1 =1

gdzie:
T.= (N, a,...,a), (3.90)
k
T
a; = (17 Q41, H) Gik) ) (391)
przy czym:
Nﬁl, Tij < Lacj,r(Q:cj,oc)7
aij = § N7 B0, (Quja)y @iy = Usyr(Quy0), (3.92)
0, Tij > Uacj,r(sz,a)a

i=1,...,m,j=1,... .k

Dowéd. Dowdd twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia (6). Wystarczy
tylko w miejsce wektora () o kwantyli rzedu o zmiennych pomocniczych na poziomie
catej populacji, podstawi¢ wektor ng ich oszacowan uzyskanych z wykorzystaniem
estymatora Horvitza-Thompsona okreslonego w definicji (15). W

3.4. Estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o ze znang
macierza Qg ,

Rozwazany w tym podrozdziale przypadek estymatora kalibracyjnego rzedu « jest
uogoélnieniem dwéch poprzednich. Zaktada¢ bedziemy, ze znane sa wektory (g o 1 vaa
kwantyla rzedu «. Przyjmujemy wiec tutaj zalozenie, ze dysponujemy kwantylami
rzedu « dla czesci zmiennych pomocniczych na poziomie catej populacji oraz ich osza-
cowaniami na podstawie proby s dla pozostatych zmiennych. Zaktadamy wiec, ze dla
k1 zmiennych pomocniczych znane sg ich kwantyle rzedu a na poziomie catej populacji,
a dla k9 zmiennych pomocniczych tylko ich oszacowania na podstawie n — elementowej
proby s, przy czym ki + ky = k.

Niech Qg oznacza macierz zlozong z kwantyli rzedu a wszystkich zmiennych

pomocniczych x;, ¢ = 1,..., k. Macierz ta mozemy zapisa¢ jako:
Q.0
Qm,a = ( A" s 3.93
Qs (3.93)

gdzic Qua = (Qura- -+ @) 1 Qo = (Qeras- -+ Qunya) - Zakladaé tutaj be-
dziemy, podobnie jak w przypadku uogélnionego estymatora kalibracyjnego wartosci
globalnej, ze jezeli dla jakiejs zmiennej pomocniczej znany jest jej kwantyl w populacji,
to zmiennej tej nie uwzgledniamy w budowie wektora Q%a.

W przypadku, gdy znane sa tylko kwantyle rzedu a wszystkich zmiennych pomoc-
niczych na poziomie catej populacji, to wtedy Qg o = Qz.o. Natomiast w przypadku,
gdy znane sg tylko ich oszacowania, to macierz Qo redukuje si¢ do Qm,a.
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3.4. Estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o ze znang macierza Qg o

Naturalnym jest, ze uwzglednienie tych dwéch przypadkéw razem powinno po-
prawié¢ proces estymacji. Wagi kalibracyjne — po ich zastosowaniu do odpowiednich
zmiennych pomocniczych — umozliwig nam bowiem uzyskanie znanych kwantyli na
poziomie catej populacji badz ich oszacowan na podstawie informacji zawartych w pro-
bie s. W konsekwencji, gdy zastosujemy je do zmiennej y, to powinnismy uzyskaé
oszacowanie kwantyla rzedu « tej zmiennej bliskie jego ,prawdziwej” wartosci (efekt
,hasladowania wag”). Rozwazane podejscie mozna wiec zastosowaé w sytuacji, gdy
tylko dla niektorych branych pod uwage zmiennych pomocniczych, znamy ich kwantyle
w populacji.

Definicja 17. Estymatorem kalibracyjnym kwantyla Q. rzedu o zmiennej y jest:

C?y,cal,a = Fg;clal(a)v (3.94)
gdzie dystrybuanta interpolacyjna F’yml (t) okreslona jest wzorem (3.4), a wektor wag
kalibracyjnych w = (wy, ..., wy,)" jest rozwigzaniem zadania minimalizacyi:

w = argmin,D (v,d), (3.95)
przy warunkach:
Z w; = N, (3.96)
i=1
A~ A T T
(Fx1,cal (Qxl,a) PIINE 7sz1,cal (kal ,a)) - (Of, CI ,Oé) (397)
k1
oraz .
2 A - A T
(Fxl,cal (Qxl,a) PICINE 7ka27cal (szQ,a)) = (O{, s ,Oé) (398)
k2

przy czym funkcja odleglosci D (v,d) okreslona jest wzorem (2.4).

Znalezienie wektora wag kalibracyjnych w = (wy, ..., wm)T wymaga minimalizacji
funkcji odlegtosci tak, aby spelnionych byto k 4 1 rownan kalibracyjnych. Znalezienie
postaci wektora wag kalibracyjnych umozliwia ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 10. Rozwigzaniem zadania minimalizacji funkcji odleglosci (3.95), przy
warunku (3.96) i (3.97) jest wektor wag kalibracyjnych w = (wy, ..., wy)", ktérego
sktadowe spetniajg rownanie:

m -1 m
i=1 i=1

gdzie:
Te=(N,a,...,0), (3.100)
k
C; = (Ci07 City - - - 7Cik')T = (1, Q515 -+« Qiky bit, ... 7bik2)T ) (3'101)
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3.4. Estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o ze znang macierza Qg o

przy czym dlat=1,...,moraz j=1,...,k
N~ Tij S L
Q35 = N_l/B.Ij,T(QIj,OZ)7 Tij = U
0, Tij > U
adlai=1,....morazj=1,... ko
N_17 L5 < L
bij = Nﬁlﬁa}j,r(ij,a)a Tij = U
0, l‘ij U

r(Qz;0),
r(Qz;0),
7(Qaya),

Q).
(Quy),

r(Qa;0)-

(3.102)

(3.103)

Dowéd. Wagi kalibracyjne w; dla ¢ = 1,...,m znajdziemy, korzystajac z metody

czynnikow nieoznaczonych Lagrange’a.
Funkcja Lagrange’a ma postac:

m 2 m
p= g5 T (v F) ¢ oo (000)
= i=1 J=1
k
+ %km( = oyt (@)
7j=1

Z réwnania kalibracyjnego (3.96) wynika, ze:

m
Z w'L T, (ij,aa xij) Z winj,r (ij,aa xij)
_ =1

xj cal (Qx] a) = ™m

oraz

~

N

m m
Z winj,r (Qz]-,ou xij) Z wiH:Bj,T (Qmj,on xij)
_ =1

~ —
Fa:]-,cal (Qmj,a) =2 m
D wi
i=1

N

Funkcje Lagrange’a mozna wigc przedstawi¢ w postaci:

1m 2 m
pea g o ge)
k‘l ZwiHCCj,T (ijpmx’ij)
i=1
+ ; )\j o — N
5 Z winj,r (Q:ﬁj,aa xij)
i=1
+ Jz::l )\k1+] o — N

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)
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3.4. Estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o ze znang macierza Qg o

Pochodna funkcji L dla 2 =1,...,m ma postac:
oL 1 2’11]1 — 2d2 k1 ij,r (Qa}j,aa :L‘i]) xj (Qx] as ’Lj)
=——X— ) A A 3.108
ow, 2 d; O;J N Z’“*J N - (3.108)
Poniewaz:
1, Tij < Lg; v (Qu;a),
sz,r (ij,aa xij) = 6x.j,r<Qa:j,a)a T = U (ij a) (3109)
07 Lij > U (ij a)
oraz
. L Tij < Lo, (sz o))
HCCJ‘,T (ij,aa x’U) = 6%‘,7"(@:@,04)7 l‘w - U (Qz] a) (3110)
0; xi] U (ij a)
to przyjmujac, ze:
Hl"j,?" (Q:Bj,on Iij) ij,r (ij,av xij)
Q5 = N oraz bij = N (3111)
otrzymujemy:
N_la Zij < ij,'r(Qm]-,a)a
Qjj = Nﬁlﬁmj,r(ij,oc); Ty = Uzj,r(Qm]-@), (3112)
0, Ti5 > U-Z’j,T’(QCCj7a>7
N_17 ~ Lij < sz,r(c?xj,a)>
bij = N_lﬂxj,r(Q:cj,a)a Tij = Uzj,r(ij,a)a (3113)
07 xij > Uz] T(QI] a)-
Pochodng funkcji L mozna wiec przedstawi¢ w nastepujacej postaci:
8L w; — dl k1 k2
= —Xo— > ANy — Y Agyaibis 3.114
ow,  d; ° ; 3% ; bt (3.114)
Przyjmujac, ze:
cio = 1,¢cin = @1, .., Ciky = Qiky, Ciky+1 = bi1, -+, Ciky = iy (3.115)
dlaz=1,...,m, otrzymujemy, zZe:
oL  w; —d; k
= LY N 3.116
Bws d; JZ; jCij ( )

Przyjmujac ¢; = (1,ci1,...,cik)T iA= (AO,...,Ak)T dlai=1,...,

jemy, ze:

co wynika z faktu, ze:

k
Z )\jcij = ATCi = C;FA

m, otrzymu-

(3.117)

(3.118)
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3.4. Estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o ze znang macierza Qg o

Mnozac obustronnie réwnanie (3.117) przez c;, a nastepnie dokonujac sumowania po
zbiorze wszystkich respondentéw r otrzymujemy:

S wie = Y dic (1 + cZ“A). (3.119)
i=1 i=1
Dokonujac przeksztalcenia ostatniego réwnania otrzymujemy:
i=1 i=1 i=1

Zwrbéémy uwage, ze:
m m m m T
Z W;C; = Zwi,zwici1,~-->zwi0ik =
i=1 i=1 =1 i=1

m m m m T
= <N7 sz‘@z‘h ceey Zwiaikn sz‘bz‘l, e >sz‘bik2> =

i=1 i=1 i=1 i=1

~ ~ ~ ~ ~ ~ T
= (Na le,cal (le,a) PRI kal ,cal (kal,a) ) Fxl,cal (Q:pl,a) PAIRI 7sz2,cal (kaQ,a)) -

= (N,a,...,a) =T, (3.121)
——

k

Zakladajac, ze macierz Y1, d;c;c! jest nieosobliwa otrzymujemy nastepujaca postaé
wektora A:

m -1 m
=1 i=1

Stad, korzystajac z réwnania (3.117) i wyznaczonej postaci wektora A otrzymujemy,
ze: . -
wzzdi(l—l—cT)\)—d + dic] <chc ) (Tc—Zdicl), (3.123)
i=1
a wiec poszukiwana postaé sktadowej wektora wag kalibracyjnych w = (wy, .. . 7wm);r
Nalezy jeszcze sprawdzié¢, ze w punkcie w = (wy, . .. ,wm)T istnieje minimum (wa-
runek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego). Niech ¢ bedzie niezerowym

wektorem takim, ze & € R™. Nalezy wykaza¢, ze forma kwadratowa d2L (w) (£) jest
dodatnio okreslona. Mamy:

m 82
d*L = 124
(W) (g) Zj§:1 awza fl{] (3 )
Zauwazmy, ze:
0*L mdlai=j
=" L 12
Dy, { 0 dlai+j. (3.125)

Podstawiajac obliczone pochodne drugiego rzedu do formy kwadratowej (3.124) otrzy-
mujemy, ze:

m 82 m
PLW)(€) = X 5o 66 = Yoméh (3.126)

i,j=1 Wi i=1
Jest to oczywiscie forma kwadratowa dodatnio okreélona. Stad wektor wag kalibracyj-
nych w = (wy, ... ,wm)jz ktérego skltadowe spetniaja warunek (3.99), jest poszukiwa-

nym rozwigzaniem zadania minimalizacji funkcji odlegtosci. WM
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3.5. Uogdlniony estymator kalibracyjny kwantyla rzedu o

W poprzednich podrozdzialach zakladali$my, ze przy szacowaniu kwantyla @,
rzedu o zmiennej y, dysponowalismy tylko kwantylami rzedu o zmiennych pomocni-
czych xy, ..., z; na poziomie populacji badz ich oszacowaniami uzyskanymi w oparciu
o probe s. Gdyby jednak dostepna byta informacja na temat kwantyli innych rzedow
anizeli & w odniesieniu do zmiennych pomocniczych na poziomie catej populacji (lub
ich oszacowan), to w konsekwencji powinnismy uzyska¢ wagi kalibracyjne, dla kt6rych
estymator kalibracyjny charakteryzowatby si¢ mniejszym obciazeniem i wariancja.

Zatozmy, ze A = {1,..., M} oznacza M — elementowy zbiér, gdzie M < m — 1.
Niech ponadto Ay, ..., A C A. Zalézmy ponadto, ze dla kazdej zmiennej pomocniczej
x1, ..., T dysponujemy kwantylami odpowiednich rzedéw na poziomie catej populacji,
tzn. znane sa kwantyle postaci:

Qzl,al% (NS Ah

Quya2, 1€ As,
o (3.127)

ka,af’ 1€ A

Na przyktad, jezeli A; = {1,2,3}, to oznacza to, ze w odniesieniu do zmiennej po-
mocniczej z1 znane sg trzy kwantyle g, o1, @z, ol 1 le’a% na poziomie calej popula-
cji. Kwantylami tymi moga by¢ na przyktad: trzy kwartyle, trzy wybrane decyle itd.
Zauwazmy, ze w proponowanym podejéciu nie zaktadamy, aby dla kazdej zmiennej
pomocniczej znane byty kwantyle tego samego rzedu. Oznacza to, ze szacujemy kwan-
tyl Q.o rzedu o zmiennej y, natomiast w odniesieniu do poszczegélnych zmiennych
pomocniczych zaktadamy, ze dysponujemy skonczonymi zbiorami kwantyli réznych
badz tych samych rzedow.

Przyjmijmy ponadto, ze dla kazdej zmiennej pomocniczej 1, ..., x, dysponujemy
oszacowaniami kwantyli odpowiednich rzedéw, uzyskanymi na podstawie danych po-
chodzacych z préby s. Zakladamy zatem, ze znane sa oceny kwantyli zmiennych
Z1i,...,T postaci: R

Qzl,ﬁil7 (NS Bh

ng 2, (AS B ’
i o (3.128)

ka’ﬁzk7 1 S Bk,
gdzie B={1,..., M}, M <m—1,a By,..., B, C B. Zmiana oznaczenia zbioru A na
B oznacza, ze dla czesci zmiennych znane moga by¢ kwantyle dowolnych rzedéw na
poziomie calej populacji, a dla pozostatych — nalezy je oszacowaé korzystajac z infor-
macji zawartych w probie. Przyktadowo, w odniesieniu do zmiennej x; mozemy znaé
tylko mediane na poziomie catej populacji, a kwartyl pierwszy i trzeci oszacowaé na
podstawie informacji zawartych w prébie s, dla zmiennej xy mozemy znaé¢ wszystkie
kwartyle w caltej populacji, a dla zmiennej x5 te kwartyle trzeba bedzie oszacowac.
Niech [; oznacza liczbe wszystkich kwantyli na poziomie populacji, ktére znane
sg dla zmiennych pomocniczych x1,...,x;. Niech ponadto l; oznacza liczbe wszyst-
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kich oszacowanych kwantyli w oparciu o dane pochodzace z proby s dla zmiennych

pomocniczych xy, ..., x;. Zalézmy dodatkowo, ze | = [; + l5. Mamy wigc:
k
L=> A, (3.129)
i=1
k
ly = Z |B;], (3.130)
k
Z |A;| + | Bil) - (3.131)
=1

Definicja 18. Uogdlnionym estymatorem kalibracyjnym kwantyla Qo rzedu o zmien-
nej y jest:

Qy cal,oc — Ay cla[( ) (3132)
gdzie dystrybuanta interpolacyjna Fy’cal (t) okreslona jest wzorem (3.4), a wektor wag
kalibracyjnych w = (wy, ..., wy,)T jest rozwigzaniem zadania minimalizacji:

w = argmin, D (v,d), (3.133)

przy warunkach:
_ 1 :
le,cal Q;cl,a%) = Oy, (S A17

ka,cal ka,af = Oéf:’ Z e Ak’ (3 134)
Qmﬂ-l = il’ U GBl,

ka,cal Qa:k,ﬁ}.“) = zkv i € By,
oraz
S w; = N, (3.135)

przy czym funkcja odlegtosci D (v,d) okreslona jest wzorem (2.4).

Znalezienie wektora wag kalibracyjnych w = (wy, ..., w,,)" wymaga minimalizacji
funkcji odlegtosci tak, aby spetnionych byto 2] + 1 rownan kalibracyjnych. Znalezienie
postaci wektora wag kalibracyjnych umozliwia ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 11. Rozwigzaniem zadania minimalizacji funkcji odlegtosci (3.133), przy
warunkach (3.134) i (3.135) jest wektor wag kalibracyjnych w = (w, ..., wm)", ktd-
rego sktadowe spelniajg rownanie:

w; = d; + d;icl <chc ) l(Tc—idicl), (3.136)

gdzie:
T, = (N, agl,...,afk,ﬁgl,...,ﬁfk) , (3.137)
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3.5. Uogdlniony estymator kalibracyjny kwantyla rzedu «

ci=(Lag, ... au bi,..., by, (3.138)
przy czym:
o) =(af,...,a]), €A, (3.139)
fp:( P07, i€ By, (3.140)
ag, = (ab, - ap,"), (3.141)
by = (b}, 0i)), (3.142)
natomaiast:
N_17 xzp < prr(sz a?)a
aly =S N7 Bu,r(Qupor),  Tip = Usyir(Quypa2),  J € Ap, (3.143)
07 xlp > U:Ep,r(pr a?)v
N_l, xzp < szT(pr ﬁ;");
by = N7 Be,r(Qupr)s %ip = Usyr Q) J € By, (3.144)
Oa xzp > pr,r(pr ﬂ]p)
dlar=1,...,m,p=1,... k.
Dowéd. Wagi kalibracyjne w; dla ¢ = 1,...,m znajdziemy, korzystajac z metody

czynnikow nieoznaczonych Lagrange’a.
Funkcja Lagrange’a ma postac:

1m
52

i=1

Z: ZB: ( Axp cal (pr ,Bp>) . (3145)

2

(N zwz>+zzv( — Fopeat (Quy )

p=1j€Ap

Z réwnania kalibracyjnego (3.135) wynika, ze:

~ f: wz‘H:Cpﬂ" (pr,a;’» sz‘p) i winpﬂ, (pr,a§7 %‘p)
Frpea (Qupar) = = ™ == N (3.146)

S
=1

oraz
. . i winp,r <Q:Ep,,8§?a xip) i wiH:L‘p,r (Qx,;,ﬂ?a lﬁ'p)
Fa:p,cal (Qiﬂpﬂf) _ =1 — _ i=1 i ' <3147)
3w
=1
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gdzie p = 1,...,k, j € Ay, j € B,. Funkcje Lagrange’a mozna wiec przedstawic
W postaci:

1 )
52 + Ao (N sz)
=1

=1
k Z winp,r (pr,ai.)a xip)
Z Z o - = + (3.148)
p=1jecA, N

k sz Tp,T (pr,ﬁ :sz)
+ Z Z 75 ﬁf - = N

p=1 jeBp

Pochodna funkcji L dla 2 =1,...,m ma postac:
oL 1 2’(1)1 — A Z Z )\p ﬂcp, (sz a?v x’lp) i Z ’yp Hmp,T (sz,,@fa xlj)
ow; 2 d' p=1j€A, N p=1j€Bp ! N
(3.149)
Poniewaz:
17 Lip < me,r(Qacp,a?)?
Hmp,r (pr,a§7 xip) - ﬁpr(pr,a?)? ajip = USCPJ”(pr’a?)) (3150)
07 Tip > U:E;,,T(Qg@,a?)?
oraz .
17 Lip < pr,T(pr,ﬁf)v
xp,r (Q:pp,ﬁp -Izp) - ﬁzp,T(pr,ﬂf)v Tip = pr,T(pr,ﬂf)y (3151)
Oa xz pr, (sz,,@ )
to przyjmujac, ze:
Hmp, Qz (e et ) Hmp, Qx 7xl
al, = ( ]\; p> oraz bj, = ( Npﬁ p) (3.152)
otrzymujemy:
N_17 Lip < pr,r(pr,a§)7
CLgp = N—lﬂxp,r(pr,a;))? Tip = prvr(pr’O‘?)’ (3153)
07 Lip > ULEp,’I’(QZ’p,Oc?)?
' N_17 R Tip < pr,r(c?mp,ﬁf)a
bgp - N_lﬁxp,r(Qmp,ﬂ?>u Tip = pr,r(Qa:p,ﬁf)a (3154)
0, Tip > U:L’p,r(prﬁ;’)'
Pochodna funkcji L mozna wiec przedstawi¢ w nastepujacej postaci:
o = T = S Nl -3 Y 2, (3.155)

p=1j€A, p=1jeB,
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Przyjmujac, ze:

_ _ 1 _ Akl _ gl _ 7|Bxl
co=1l,cn=a;,...,c1, = a;."", Ciiy+1 = b;y, ..., ciy = by (3.156)

11 skladnikéw lo skladnikow

I4+1 sktadnikéw

oraz A=A, = /\IkAk\’ Ayl = Vs s N = vﬁm dlai=1,...,m, otrzymujemy,
ze:
oL  w; —d; !
= — - Z)\'Ci'. (3.157)
8wi dl =0 I
Przyjmujac ponadto, ze:
C;, = (1, Cily- - ,Cil)T = (]_, A1,y -y Ajes bi17 P ,bik)T s (3158)
gdzie wektory a;, i b;, dla p =1,...,k okreslone sg jako:
ag, = (al,, ..., a,") (3.159)
BP
bip = (b, Olp"), (3.160)
oraz A = (Ao, ..., )\l)T dlai=1,...,m, otrzymujemy, ze:
Jest to konsekwencja faktu, ze:
l
Z )\jcij = )\TCi = CzT)\ (3162)
j=0

Mnozac obustronnie réwnanie (3.161) przez c;, a nastepnie dokonujac sumowania po
zbiorze wszystkich respondentow r otrzymujemy:

S wic; =Y dic; (1+¢]N). (3.163)
i=1 i=1
Dokonujac przeksztatcenia ostatniego réwnania otrzymujemy:
i=1 i=1 i=1

Zwrbéémy uwage, ze:

m m m m T
Z w;C; = (Z Wi, Zwicila S Zwicil> =
i=1 i=1 i=1 i=1

1 k 1 k —
(N, > wiagy, ...,y wiag Y wibly, > wibyy, ) =
i=1 i=1 i=1 i=1

A N . T
= (N, oq,..., 805, ) = Te. (3.165)
N——————

l
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Zakladajac, ze macierz 3", d;c;c! jest nieosobliwa, otrzymujemy nastepujaca postaé
wektora A:

m -1 m
= (Z dicicgf> (TC - dici> : (3.166)
=1 =1

Stad, korzystajac z réwnania (3.161) i wyznaczonej postaci wektora A otrzymujemy,
ze: .
i=1 i=1
a wiec, poszukiwang postaé¢ sktadowej wektora wag kalibracyjnych w = (wq, . .. ,wm)T
Nalezy jeszcze sprawdzié, ze w punkcie w = (wy, . . . ,wm)T istnieje minimum (wa-
runek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego). Niech ¢ bedzie niezerowym

wektorem takim, ze & € R™. Nalezy wykaza¢, ze forma kwadratowa dL (w) (£) jest
dodatnio okreslona. Mamy:

m 82
°L = 1
Zauwazmy, ze:
0*L midlai=j
= =™ R 1
dww, {0 dla 7 # j. (3.169)

Podstawiajac obliczone pochodne drugiego rzedu do formy kwadratowej (3.168) otrzy-
mujemy, ze:

m 82 m
PLW) (€)= 3 56 = Y mél (3.170)
1,7=1 ? J i=1

Jest to oczywiscie forma kwadratowa dodatnio okreslona. Stad wektor wag kalibracyj-
nych w = (wy, ..., wy)", ktérego skladowe spetniajg warunek (3.136) jest poszukiwa-
nym rozwigzaniem zadania minimalizacji funkcji odlegtosci. M

3.6. Wnioski

W rozdziale trzecim opisaliSmy metody konstrukcji estymatoréw kalibracyjnych
kwantyla rzedu « zmiennej y przy zatozeniu, ze w badaniu wystepuja braki odpowie-
dzi. PrzedstawiliSmy wtlasne propozycje wyznaczania wag kalibracyjnych w réznych
sytuacjach tj. gdy znane sa tylko kwantyle rzedu a wszystkich zmiennych pomocni-
czych w populacji badz ich oszacowania na podstawie proby. Podsumowaniem roz-
dziatu, dotyczacym rozwazan teoretycznych nad estymatorami kalibracyjnymi kwan-
tyli, bylto twierdzenie o postaci wag uogélnionego estymatora kalibracyjnego kwantyla
rzedu a, w ktorym zatozono, ze dysponujemy informacjami o kwantylach dowolnego
rzedu zmiennych pomocniczych, zarowno na poziomie populacji jak i préby.

Praktyczne wykorzystanie estymatoréw kalibracyjnych jest uzaleznione od dostep-
nosci informacji o cechach pomocniczych i stopnia ich skorelowania z badang zmienng.
Wyboér odpowiedniego estymatora jest ponadto uzalezniony od jego wariancji i obcig-
zenia. Poniewaz na drodze analitycznej, podobnie jak w przypadku estymatorow kali-
bracyjnych wartosci globalnej, jest w zasadzie niemozliwe ustalenie, ktory estymator
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charakteryzuje sie najmniejszym obcigzeniem i wariancja, dlatego bardzo pomocne,
przy podjeciu decyzji o wyborze konkretnego estymatora, moga okaza¢ sie wyniki
badan symulacyjnych. W badaniach tych, korzystajac z danych rzeczywistych badz
sztucznie wygenerowanych, mozna okresli¢ najwazniejsze wlasnosci rozwazanych esty-
matoréw, co w konsekwencji moze utatwic¢ wskazanie najodpowiedniejszego estymatora
w praktycznych zastosowaniach.

Dalszym rozwinieciem wnioskéw ptynacych, z rodziatu trzeciego, bedzie rozdziat
czwarty poswiecony zbadaniu najwazniejszych wtasnosci estymatorow kalibracyjnych
mediany zmiennej y. Omodwione zostang wybrane charakterystyki rozwazanych esty-
matoréw kalibracyjnych, w oparciu o przeprowadzone badania symulacyjne, a takze
sformutowane zostang wskazowki co do ich praktycznego wykorzystania.

Dostepnosé¢ informacji o zmiennych pomocniczych oraz wnioski ptynace z rozdziatu
czwartego, stanowic z kolei beda punkt wyjscia do empirycznej oceny estymatoréw ka-
libracyjnych mediany w badaniu budzetéw gospodarstw domowych. Bedzie to przed-
miotem zainteresowania w ostatnim rozdziale pracy.



Rozdziatl 4

Empiryczna ocena skutkéw brakéw
odpowiedzi

4.1. Zalozenia badania symulacyjnego dla Sredniej

Praktyczne wykorzystanie estymatorow, w roznego rodzaju badaniach, jest zazwy-
czaj poprzedzone oceng ich wlasnosci na drodze eksperymentow symulacyjnych. Po-
niewaz dla wielu estymatoréw kalibracyjnych, trudno jest wyznaczy¢ wartos¢ wariancji
czy obciazenia, miary te szacuje sie na drodze badan symulacyjnych, co moze przyczy-
ni¢ sie do wskazania najlepszych estymatoréw w praktycznych zastosowaniach. W roz-
dziale czwartym podjeta zostanie préoba zbadania wtasnosci estymatoréow kalibracyij-
nych dla sredniej oraz kwantyla rzedu «, ktére w ujeciu teoretycznym omoéwiono szcze-
gétowo w poprzednich rozdziatach pracy. W przypadku kwantyla zaktadaé¢ bedziemy, ze
a = 0,5, tj. ocenie podlega¢ bedzie mediana zmienej Y. Otrzymane wyniki poréwnane
zostang z ocenami uzyskanymi z wykorzystaniem estymatora Horvitza-Thompsona dla
sredniej i mediany odpowiednio.

W przypadku szacowania sredniej cechy Y, analizy dokonano w oparciu o rze-
czywiste dane pochodzace z NSP’2002. Rozpatrywane byly dwie cechy: powierzchnia
uzytkowa mieszkania (Y') oraz liczba izb w mieszkaniu (X'). Szacowang wartoscia byla
przecietna uzytkowa powierzchnia mieszkania w przekroju powiatow wojewoddztwa
wielkopolskiego. Jako zmienna pomocnicza przyjeto liczbe izb w mieszkaniu, za czym
przemawiala silna dodatnia zalezno$¢ miedzy tymi cechami. Ocena wspotezynnika ko-
relacji liniowej Pearsona miedzy powierzchnia uzytkowsa, a liczba izb w mieszkaniu
w przekroju powiatow wynosita od pxy = 0,84 do pxy = 0,9. Populacj¢ generalng
stanowity wszystkie mieszkania w ramach danego powiatu wojewodztwa wielkopol-
skiego. Na potrzeby oszacowania sredniej powierzchni mieszkan, wykorzystano esty-
mator bezposredni i wybrane estymatory kalibracyjne.
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e estymator Horvitza Thompsona

. Z d;y;
Yy = =L . (4.1)

S
=1

7 kolei w odniesieniu do estymatoréw kalibracyjnych wybrano do dalszej analizy
trzy z nich, przy czym w pierwszej kolejnosci dokonano oszacowania wartosci globalnej
powierzchni, a nastepnie wyznaczono srednig powierzchni¢ uzytkowa mieszkan w prze-
kroju powiatow.

Na potrzeby oszacowania wartosci globalnej powierzchni mieszkan w danym po-
wiecie wykorzystano nastepujace estymatory kalibracyjne:

e estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X wyrazajacy sie wzorem (2.10).

i=1
gdzie wagi kalibracyjne sa postaci:

-1

=1

Przyjeto przy tym, ze jedyna znanag wartoscig globalng — stanowiaca sktadowsa
wektora X — jest taczna liczba izb we wszystkich mieszkaniach w ramach powiatu.
Wektor wartosci globalnych X byt zatem postaci:

X = Zxﬂ (4.4)

gdzie mf oznaczato liczbe izb w ¢ — tym mieszkaniu w j — tym powiecie wojewddztwa
wielkopolskiego, a N; liczbe wszystkich mieszkan w tym powiecie, (j = 1,...,35).
e estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X wyrazajacy sie wzorem (2.34).

i=1
gdzie wagi kalibracyjne sa postaci:

-1

=1

W tym przypadku zakltadano, ze nie jest znana taczna liczba izb we wszystkich
mieszkaniach w ramach danego powiatu, a jedynie jej oszacowanie na podstawie
proby s. Jedyna sktadowa wektora X stanowila oszacowana w oparciu o estymator
Horvitza-Thompsona — taczna liczba izb w powiecie.
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e estymator kalibracyjny regresyjny, ktory jest szczegdlnym przypadkiem estymatora
kalibracyjnego ze znanym wektorem X (por. wzoér. 2.10 oraz 2.97).

YreG = > wiys. (4.7)

i=1
Dla tego estymatora przyjeto, ze wektor wartosci globalnych X byt postaci:

T

N; '
i=1

W konsekwencji, dla estymatora kalibracyjnego regresyjnego zalozono, ze wektor
zmiennych pomocniczych mozna zapisaé¢ jako:

x; = (,1)". (4.9)

Dodatkowe dotaczenie sztucznej zmiennej pomocniczej, przyjmujacej wartosé 1 dla
kazdego mieszkania w ramach danego powiatu (a zatem, réwniez dla mieszkania
wylosowanego do proby) powodowalo, ze wagi kalibracyjne sumowaly sie do tacznej
liczby wszystkich mieszkant w ramach powiatu®!.

Na potrzeby badan symulacyjnych losowano z kazdego powiatu préby 1%, 10%
i 20% mieszkan. Zastosowano prz tym schemat losowania warstwowego z alokacjg pro-
porcjonalna do pierwiastka drugiego stopnia z liczby mieszkan w powiatach, ktére
stanowily warstwy®?. Nastepnie po wylosowaniu n; — elementowej proby mieszkan dla
J — tego powiatu, zastepowano cze$¢ informacji o powierzchni mieszkan (zmienna Y')
brakami danych. W efekcie po takiej operacji, dysponowaliSmy w probie informacja
o liczbie izb dla kazdego wylosowanego mieszkania, a tylko dla czedci mieszkan posiada-
liSmy dane o ich powierzchni. Zastosowano przy tym trzy rézne podejscia dla tworzenia

31 Poniewaz w dalszym ciagu pracy mowaAdezie o estymatorach kalibracyjnych éredniej, wpro-
wadzone zostang ich nastepujace oznaczenia: Yx dla estymatora kalibracyjnego sredniej ze znanym
wektorem X, Y)“(’ dla estymatora kalibracyjnego Sredniej ze znanym wektorem X i YrEeq, dla esty-
matora kalibracyjnego regresyjnego $redniej.

32 W badaniu budzetéw gospodarstw domowych stosuje sie terytorialny, warstwowy, dwustop-
niowy schemat losowania proby z réznymi prawdopodobienstwami wyboru na I stopniu. Jest to zatem
bardziej skomplikowane podejécie anizeli rozwazane w pracy losowanie warstwowe. Wybor takiego
schematu losowania préby podyktowany byl faktem, ze wszystkie obliczenia mozliwe byly do prze-
prowadzenia w ramach prac podgrupy ds. statystyczno-matematycznych w Urzedzie Statystycznym
w Poznaniu. W jego siedzibie znajdowaly sie tylko dwa stanowiska komputerowe z systemem SAS. Do-
step do danych spisowych umieszczonych na serwerze Gtownego Urzedu Statystycznego byl natomiast
mozliwy tylko online. Stanowilo to istotne ,waskie gardto” uniemozliwiajace efektywne wykonywanie
badan symulacyjnych, ktére nawet w schemacie losowania prostego, byly czasochlonne i nie zawsze ze
wzgledu na ograniczona pojemno$é¢ dyskéw sieciowych, mozliwe do przeprowadzenia, nawet dla matej
liczby replikacji. Poza tym, pionierski charakter prowadzonych prac nad wlasno$ciami estymatoréw
kalibracyjnych w drodze badan symulacyjnych, ktore zazwyczaj przeprowadza sie w pierwszej kolej-
noéci na prostszych schematach losowania proby, usprawiedliwia przyjety w pracy schemat losowania
warstwowego bedacego pewnym uproszczeniem tego, ktéry wykorzystywany jest w badaniu budzetéw
gospodarstw domowych. Przeprowadzenie badan symulacyjnych, dla bardziej ztozonych schematéw
losowania proby, bedzie jednak przedmiotem dalszych prac analitycznych w ramach przygotowan do
NSP’2011.
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brakéw danych. W pierwszym zaktadano, ze braki danych generowane byty w sposéb
losowy (wariant 1). W drugim (wariant 2) i trzecim (wariant 3), zalozono, ze braki
danych przypisano mieszkaniom o najmniejszej i najwigkszej powierzchni odpowiednio.
Przyjeto przy tym, ze w kazdym przypadku frakcja brakéw danych w probie wynosita:
1%, 10% i 20%. Dla réznych wariantéw liczebnosdci préby (trzy mozliwosei), frakeji
brakéw (trzy mozliwosci) oraz sposob6éw ich generowania (trzy mozliwosci) przeprowa-
dzono po 500 replikacji dla kazdego powiatu i na tej podstawie dokonano oszacowania
wartosci oczekiwanej $redniej powierzchni mieszkan w powiecie, wartosci oczekiwanej
obciazenia badanych estymatoréw, ich wariancji empirycznej oraz wzglednych btedéw
szacunku. W sumie taczna liczba przeprowadzonych replikacji w réznych uktadach
wynosita 472 500.

Po przeprowadzeniu badania symulacyjnego dla kazdego z testowanych estymato-
row obliczono przyblizong wartos¢ oczekiwang sredniej powierzchni mieszkan, warto$é
oczekiwana obciazenia, wariancje empiryczne oraz wzgledne btedy szacunkéw. Po-
szczegblne miary dla wszystkich testowanych estymatoréow policzono z nastepujacych
WZOTOW:

e wartos¢ oczekiwana $redniej powierzchni mieszkan w j — tym powiecie

. 1 5% _
=—> Y, 4.10
gdzie Yj; oznacza ocene $redniej powierzchni mieszkan w j — tym powiecie w i — tej
replikacji uzyskana z wykorzystaniem odpowiedniego estymatora, (j = 1,...,35,
i=1,...,500).
e wartos¢ oczekiwana obcigzenia
500
B; = 500 D Vi (4.11)
gdzie }7] oznacza srednig powierzchnie mieszkan w j — tym powiecie.
e wariancja empiryczna
, 1 500 .9
= g5 (Y -Y;)". (4.12)
e wzgledny btad szacunku
V2
REE; = “- - 100%. (4.13)
Y;

Wyniki badania symulacyjnego dla $redniej

Zgodnie z opisana w poprzednim podrozdziale procedura, przeprowadzono badania
symulacyjne celem oceny wlasnosci wybranych estymatoréw kalibracyjnych®3. Miary
jakosci estymacji wyznaczone zostaly dla kazdego powiatu oddzielnie, przy czym szcze-
gotowe wyniki obliczen dla réznych wielkosci prob, frakeji brakéw danych i wariantow

33 Na potrzeby prowadzonych badan symulacyjnych nad jako$cia rozwazanych estymatoréw zo-
stal napisany specjalny program w jezyku 4GL w systemie SAS, ktérego kod jest dostepny w Urzedzie
Statystycznym w Poznaniu.
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ich generowania — ze wzgledu na duza liczbe tabel zaprezentowane bedg tylko w od-
niesieniu do powiatu chodzieskiego®. Z kolei na wykresach mapowych przedstawione
zostang wyniki przeprowadzonych badan symulacyjnych dla wszystkich powiatow wo-
jewodztwa wielkopolskiego?®.

Zgodnie z wynikami NSP’2002 érednia powierzchnia mieszkan w wojewodztwie
wielkopolskim wynosita 75,7m?, przy czym w miastach byla réwna 67,3m?, a na wsi
90,6m?2. Srednia liczba izb we wszystkich mieszkaniach wynosita z kolei 3,95, przy
czym Srednia ta byta wigksza dla mieszkan na wsi w porownaniu ze $rednia liczbg izb
w mieszkaniach zlokalizowanych w miastach3®.
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Rysunek. 4.1. Srednia powierzchnia mieszkan (w m?) w przekroju powiatéw wojewédztwa wielkopolskiego w 2002r.

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych z NSP’2002

34 Dokonujac kompleksowej analizy uzyskanych wynikéw dla pozostatych powiatéw mozna wy-
ciagna¢ bardzo podobne wnioski, co dodatkowo uzasadnialo zamieszczenie w pracy szczegélowych
wynikéw tylko dla jednego powiatu.

35 Ze wzgledu na duza liczbe kombinacji, w tekécie rozdzialu 4 zamieszczone zostana wyniki
badan symulacyjnych dla 1% préby, z ktérej generowano 10% brakéw danych zgodnie z wariantem 2.
Dodatek A pracy, zawiera wykresy mapowe dla innych wariantéw. Ograniczono si¢ przy tym, celem
uzupelnienia, do przypadku, gdy wielko$é préby wynosita 1%, frakcja brakéw danych 10%, a braki
generowano zgodnie z wariantem 1 i 3 (wykresy mapowe dla wariantu 2 zaprezentowane zostaly
w tekscie rozdzialu 4). Ponadto zamieszczono mapy dla wszystkich trzech wariantéw, gdy wielkosé
préby wynosita 10%, a frakcja brakéw danych 20%.

36 Rozklad éredniej liczby izb w mieszkaniach w przekroju powiatéw wojewddztwa wielkopol-
skiego przedstawia rysunek A.1.
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4.2. Wyniki badania symulacyjnego dla Srednigj

Na rysunku 4.1 zauwazalne jest zréznicowanie powierzchni uzytkowej mieszkan
w przekroju powiatéow wojewddztwa wielkopolskiego. Najmniejsza jest srednia po-
wierzchnia mieszkan w miastach na prawach powiatu (Poznan, Konin, Leszno i Pita).
W poétnocnej i pétnocno-wschodniej czesci wojewddztwa Srednia ta dla wielu powiatow
znajduje sie w przedziale 70-80m?. Natomiast dla powiatéw zlokalizowanych w potu-
dniowej czesci Srednia powierzchnia uzytkowa mieszkan przekracza 80m?, a w przy-
padku trzech powiatéw (leszczynskiego, kaliskiego i ostrzeszowskiego) 90m?. Dla po-
wiatu chodzieskiego, dla ktérego prezentowane bedg szczegdtowe wyniki przeprowadzo-
nych symulacji, Srednia powierzchnia uzytkowa mieszkan wyliczona w oparciu o dane

z NSP’2002 wynosita 75,5m?.

Tabela. 4.1. Warto$é oczekiwana estymatoréw éredniej powierzchni mieszkan w powiecie chodzieskim (w m?2)

Wielkosé préby

Powiat 1% 10% 20%
chodzieski Frakcja brakow Frakcja brakow Frakcja brakow
1% | 10% | 20% [ 1% | 10% | 20% [1% [ 10% | 20%

Y 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50
Yur 75.01 7537 7598 7547 7548 75.62 75.54 7548 75.45
Wariant 1 Yy 75.04 7573 76.37 7549 7570 76.00 75.57 75.69 75.85

Yx 75.57 7589 76.02 7554 7576 7596 75.52 75.74 75.93
XA/REG 75.66 7579 7545 7552 7556 7548 7549 7552 7551

Y 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50
Yur 75.71 80.24 86.05 7598 80.29 85.19 76.02 80.33 85.31
Wariant 2 Yy 7543 76.54 79.15 7556 76.52 7824 7559 76.56 78.33

Yx 75.52 76.52 7874 75.67 76.59 7816 75.71 76.60 78.29
YrEGg | 75.43 7554 76.84 7557 75.62 76.57 75.62 75.64 76.69

Y 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50 75.50
Yur 74.40 64.30 58.57 73.26 63.91 5821 73.46 64.23 58.21
Wariant 3 Yy 7493 6899 66.66 74.00 68.77 66.35 74.21 69.16 66.37

Yx 74.68 69.16 66.30 74.18 68.94 66.40 74.20 69.14 66.34
YrEg | 7471 68.82 65.06 7429 68.60 65.05 74.29 68.82 65.01

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badan symulacyjnych

Gdy braki danych dla powierzchni mieszkan generowane byly w sposéb losowy
(wariant 1), to bez wzgledu na liczebnosé proby oraz frakcje brakéw, zaréwno wartosé
oczekiwana estymatora Horvitza-Thompsona jak i estymatoréow kalibracyjnych $red-
niej powierzchni mieszkan byty bliskie wartosci rzeczywistej sredniego metrazu, por.
tabela 4.1 oraz rysunek A.21 A.10. Estymatory te charakteryzowaty sie niewielkimi ob-
cigzeniami. Analizujac obcigzenie estymatorow mozna jednak zauwazyc¢, ze znajomosé
warto$ci globalnej zmiennej pomocniczej — tacznej liczby izb we wszystkich miesz-
kaniach w powiecie — przyczynita sie do jego znacznej redukcji. Sytuacja ta dotyczy
estymatora kalibracyjnego ze znanym wektorem X, a zwtaszcza estymatora kalibra-
cyjnego regresyjnego, w ktorym wagi kalibracyjne sumowaly sie do liczby wszystkich
mieszkan w ramach powiatu, por. tabela 4.2.
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4.2. Wyniki badania symulacyjnego dla Srednigj

Roéwniez w przekroju powiatow wojewodztwa wielkopolskiego, gdy zastosowano po-
dejscie randomizacyjne w procesie tworzenia brakéw danych, nie zauwazono istotnych
roznic miedzy rzeczywista srednig powierzchnig mieszkania, a jej wartoscia oczekiwana
dla wszystkich rozwazanych estymatoréw. Najmniejszym obcigzeniem w rozpatrywa-
nej klasie estymatoréw charakteryzowal sie estymator kalibracyjny regresyjny, por.
rysunek A.3 1 A.11.

Tabela. 4.2. Warto$é¢ oczekiwana obciazenia éredniej powierzchni mieszkan w powiecie chodzieskim (w m?)

Wielkosé préby

Powiat 1% 10% 20%
chodzieski Frakcja brakow Frakcja brakow Frakcja brakow
1% | 10% [ 20% [ 1% [ 10% | 20% [ 1% [ 10% | 20%
Yur 3.19 263 3.06 093 0.80 1.15 0.61  0.59 0.65
Wariant 1 Yy 3.20 2.58 3.15 091 085 1.15 0.60  0.58 0.65
Yx 1.84 1.75 2.08 0.55 0.60 0.79 034 0.0 0.53
Yrec | 1.83  1.72 1.87 052 0.54 0.64 031 0.33 0.38
Yur 2.56 5.02 10.65 1.02 4.79 9.69 0.70 4.83 9.81
Wariant 2 Yy 2.50 2.74 4.66 089 1.24 2.75 056 1.11 2.83
Yx 1.64 1.96 3.52 055 1.13 2.66 036 1.10 2.79
Yreg | 1.60  1.65 2.16  0.51  0.50 1.10 0.33 0.36 1.19
Yur 298 11.20 1693 2.24 11.59 17.29 2.04 11.27 17.29
Wariant 3 Yy 292  6.54 8.84 155 6.73 9.15 1.31  6.34 9.13
Yx 1.87 6.34 9.20 1.33 6.56 9.10 1.30 6.36 9.16
Yrec | 1.85  6.68 1045 123 6.90 1046 1.21  6.68 10.49

Zrédio: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badan symulacyjnych

Przewaga estymatoréw kalibracyjnych ujawniata sie zwtaszcza w sytuacjach, gdy
braki danych przypisane zostaly mieszkaniom o najnizszej — jak i najwyzszej po-
wierzchni (wariant 2 i 3 odpowiednio)?”.

Kiedy braki danych przypisane zostaty mieszkaniom o najnizszym metrazu, esty-
mator bezposredni wykazywal tendencje do zawyzania $redniej powierzchni. W ta-
kim wariancie warto$¢ oczekiwana poszczegdlnych estymatoréw kalibracyjnych byta
zbiezna z prawdziwg’ wartoscia sredniej powierzchni mieszkan. Spore rozbieznosci
mozna natomiast zauwazy¢ dla estymatora bezposredniego. Byto to zwtlaszcza wi-
doczne, gdy frakcja brakéw danych wynosita co najmniej 10% bez wzgledu na liczeb-
nos¢ proby, por. tabela 4.1 i rysunek 4.2.

Analizujac obcigzenie estymatoréw w przekroju powiatéw wojewddztwa wielko-
polskiego mozna zauwazy¢, ze estymator Horvitza-Thompsona dla kazdego powiatu

37 Sa to pewne ,skrajne” przypadki. W badaniach statystycznych zazwyczaj tak nie jest, ze tylko
jednostki o najnizszych badz o najwyzszych wartosciach badanej cechy nie udzielaja odpowiedzi na
interesujace pytanie. Jednak z reguly braki odpowiedzi nie maja charakteru losowego, a istnieje pewien
ukryty mechanizm ich powstawania, ktéry powoduje, ze braki danych przyczyniaja sie¢ do powstawania
bledéw systematycznych. Mozna jednak sadzié, ze skoro w takich skrajnych przypadkach estymatory
kalibracyjne daja lepsze oszacowania od estymatora bezposredniego to rowniez w innych wariantach
bedzie podobnie.
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4.2. Wyniki badania symulacyjnego dla Srednigj

charakteryzowal si¢ znacznym obciazeniem. Jest to wyraznie widoczne na rysunku

4.3.
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Rysunek. 4.2. Warto$é oczekiwana estymatoréw éredniej powierzchni mieszkan (w m?) w przekroju powiatéw woje-
woédztwa wielkopolskiego — wariant 2, préba 1%, frakcja brakéw danych 10%

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badan symulacyjnych
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4.2. Wyniki badania symulacyjnego dla Srednigj

Podobnie jak w przypadku powiatu chodzieskiego, najmniejsze obciazenie dla po-
zostalych powiatéw, mozna bylo zaobserwowaé dla estymatora kalibracyjnego vige
ivx.
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Rysunek. 4.3. Wartoéé oczekiwana obciazenia estymatoréw éredniej powierzchni mieszkan (w m?) w przekroju po-
wiatéw wojewddztwa wielkopolskiego — wariant 2, préba 1%, frakcja brakéw danych 10%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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4.2. Wyniki badania symulacyjnego dla Srednigj

Obciazenie byto tym wieksze, im w ramach ustalonej liczebnosci préby, frakcja
brakow byta wyzsza. Sposrod estymatoréw kalibracyjnych najmniejszym obcigzeniem
charakteryzowatl sie estymator kalibracyjny regresyjny. W niewiele wiekszym stopniu
obcigzone byly réwniez estymatory kalibracyjne ze znanym wektorem X i X. Przy
ustalonej liczebnosci proby, wzrost frakcji brakéow powodowal znaczne zwiekszenie
obcigzenia estymatora bezposredniego, podczas gdy dla estymatoréw kalibracyjnych
zaleznos¢ ta byta mniej zauwazalna.

Zmajomo$¢ wartodci globalnej zmiennej pomocniczej ma zatem kluczowe znaczenie
dla jakosci uzyskanych wynikéw. Kiedy nie jest ona znana, to jak pokazujg wyniki ba-
dan symulacyjnych, zastapienie jej oceng estymatora bezposredniego takze w istotny
sposOb wpltywa na zmniejszenie obciazenia. Wyniki uzyskane z wykorzystaniem esty-
matora Yy nie sa juz jednak tak dobre — pod wzgledem obciazenia — jak dla vx i Yage,
ale w dalszym ciggu sg lepsze od ocen, jakie daje estymator Horvitza-Thompsona.

Gdy braki danych przypisywane byty mieszkaniom o najwiekszej powierzchni, es-
tymator Horvitza-Thompsona wykazywat tendencje do zanizania sredniego metrazu.
Byta ona zwtaszcza widoczna w sytuacjach, gdy dla ustalonej liczebnosci proby frakcja
brakéw byta wieksza. Wartosci oczekiwane wszystkich rozpatrywanych estymatorow
nie byty na ogét zbiezne z ,prawdziwg” $rednia powierzchnia mieszkan. Dotyczyto to
przede wszystkim przypadku, gdy frakcja brakow wynosita co najmniej 10%. Wow-
czas estymatory kalibracyjne wykazywaly tendencje do zanizania sredniej powierzchni
mieszkan, w znacznie mniejszym jednak stopniu anizeli estymator bezposredni.

Rozpatrujac wariancje estymatoréw mozna zauwazy¢, ze dla estymatora bezpo-
sredniego jest ona znacznie wigcksza niz dla estymatoréw kalibracyjnych, por. tabela
4.3. Dotyczy to wszystkich rozpatrywanych wariantéw generowania brakoéow danych.
Jest to szczegdlnie zauwazalne, gdy wielko$é proby wynosita 1%. Wraz ze wzrostem
liczebnosci préby, wariancja estymatora Horvitza-Thompsona wykazywata tendencje
malejaca, w dalszym jednak ciggu estymatory kalibracyjne charakteryzowaly sie mniej-
sza od bezposredniego wariancja. Jest to zauwazalne przede wszystkim w przekroju
powiatéw wojewddztwa wielkopolskiego. Przyktadowo, gdy braki danych przypisywane
byly mieszkaniom o najmniejszej powierzchni (wariant 2), estymatory vx i Vase od-
znaczaly sie najmniejsza wariancja, por. rysunek 4.4.

Do podobnego wniosku mozna doj$¢ analizujac rozktad wariancji estymatorow
w przekroju powiatow dla dwoch pozostalych wariantow. Zaréwno, gdy braki danych
generowano w sposob losowy, jak i gdy przypisywano je mieszkaniom o najwyzszej
powierzchni, najmniejszg wariancja charakteryzowaly sie estymatory kalibracyjne vx
i Yare.

Znajomo$¢ wartosci globalnej zmiennej pomocniczej odgrywa istotng role z punktu
widzenia wariancji estymatora. Gdy nie jest ona znana, to jak pokazuja wyniki ba-
dan symulacyjnych, zastapienie jej oceng estymatora bezposredniego w istotny sposob
wplywa na zmniejszenie obcigzenia estymatora kalibracyjnego vy, ale nie na jego wa-
riancje, ktora jest poréwnywalna z wariancja estymatora Horvitza-Thompsona. Doty-
czy to wszystkich trzech wariantéw generowania brakow danych, przy czym gdy wiel-
kosé préby wynosita 1%, estymatory vur 1 vy charakteryzowaly sie znacznie wieksza
wariancjg od estymatorow Yx i Yergq, por. tabela 4.3 i rysunki 4.4, A.4 oraz A.8.
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4.2. Wyniki badania symulacyjnego dla Srednigj

Tabela. 4.3. Wariancja estymatoréw sredniej powierzchni mieszkan w powiecie chodzieskim

Wielkosé préby
Powiat 1% 10% 20%

chodzieski Frakcja brakéw Frakcja brakéw Frakcja brakéw
1% [ 10% [20% [1% [ 10% [ 20% | 1% [ 10% | 20%
Yur 1536 11.28 1578 141 1.01 194 0.58 0.56 0.64
Wariant 1 f/)“( 15,50 11.06 16.14 1.38 1.03 1.75 0.55 0.53 0.54
f/x 5.13 4.56 720 046 049 081 0.18 0.20 0.24
?REG 4.89 4.37 598 041 048 065 0.17 0.18 0.22
):/HT 9.73 12.00 23.68 1.28 1.58 1.65 047 0.76 0.86
Wariant 2 f/)“( 9.55 10.17 2041 127 146 1.36 048 0.71 0.76
f’x 4.63 5.02 853 044 058 054 017 0.25 0.31
?REG 4.65 4.12 559 040 043 040 0.17 0.20 0.21
)i/HT 12,49  7.85 6.13 086 060 043 055 0.29 0.34
Wariant 3 }:/)v( 12.70  9.42 7.79 089 075 0.68 055 0.36 0.44
f/x 4.52 3.60 2.77 036 025 0.23 0.17 0.11 0.13
?REG 4.63 4.08 4.06 036 031 034 016 0.14 0.18

Zrédio: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badan symulacyjnych

O precyzji estymatora $wiadczy takze wzgledny btad szacunku, por. tabela 4.4.

Tabela. 4.4. Wzgledny blad szacunku estymatoréw Sredniej powierzchni mieszkan w powiecie chodzieskim (w %)

Wielkosé préby
Powiat 1% 10% 20%

chodzieski Frakcja brakéw Frakcja brakéw Frakcja brakéw
1% | 10% | 20% | 1% | 10% | 20% | 1% [ 10% | 20%
Yur | 523 446 523 157 133 1.84 1.00 099 1.06
Wariant 1 f/}v{ 525 439 526 156 134 174 098 0.96 0.97
f/x 3.00 282 353 090 093 118 0.56 0.59 0.65
?REG 292 276 324 085 091 1.07 0.54 0.56 0.62
Yur | 412 432 566 149 157 151 091 1.08 1.08
Wariant 2 52/5( 410 4.17 571 149 158 149 091 1.10 1.12
?X 285 293 371 088 1.00 094 0.55 0.65 0.71
?REG 2.86 2.69 3.08 084 0.87 082 0.55 0.59 0.60
}Q/HT 4.75 436 423 127 1.21 1.12 1.01 0.84 1.01
Wariant 3 32/5( 476 445 419 128 126 124 1.00 0.87 1.00
Yx 2.85 2.74 251 0.81 0.73 0.72 0.56 0.48 0.55
?REG 288 294 3.10 0.81 0.81 090 0.55 0.54 0.64

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badan symulacyjnych
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4.2. Wyniki badania symulacyjnego dla Srednigj
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Rysunek. 4.4. Wariancja estymatoréw sredniej powierzchni mieszkan w przekroju powiatéw wojewddztwa wielkopol-
skiego — wariant 2, préba 1%, frakcja brakéw danych 10%

7rédto: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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4.2. Wyniki badania symulacyjnego dla Srednigj

Wyniki badania symulacyjnego pokazuja, ze estymator Horvitza-Thompsona jest
najmniej efektywny ze wszystkich przedstawionych. Z grupy estymatoréw kalibracyj-
nych najwyzsza precyzja szacunkow charakteryzowal sie vx i Yame. Wykorzystanie
informacji dodatkowej, w postaci warto$ci globalnej zmiennej pomocniczej, wpltywa
nie tylko na redukcje obcigzenia, ale rowniez wzglednego btedu szacunku. Zwigkszanie
efektywnosci rozwazanych estymatoréw wiaze si¢ rowniez bezposrednio z zagadnieniem
wielko$ci proby oraz frakcji brakéw danych. Precyzja szacunkéw $redniej powierzchni
mieszkan byta zazwyczaj wieksza w sytuacjach, gdy frakcja brakéw byla nizsza. Po-
nadto, przy ustalonej na okreslonym poziomie frakcji brakéw danych, precyzja byta
wyzsza dla wigkszych prob. Oznacza to spadek wzglednego btedu szacunku przy wzro-
Scie liczby mieszkan wylosowanych do proby.

Najwiekszy wzgledny btad szacunku wszystkich rozpatrywanych estymatoréw za-
obserwowano, gdy braki danych generowano w sposéb losowy. Dotyczylto to przede
wszystkim sytuacji, kiedy wielko$é¢ proby wynosita 1% — bez wzgledu na liczebnosé
frakeji brakow danych.

Dokonujac analizy precyzji szacunkéw, w przekroju powiatow wojewodztwa wiel-
kopolskiego, mozna wyciggna¢ bardzo podobne wnioski. Najwicksze wartosci btedu
wzglednego otrzymano wlasciwie dla wigkszosci powiatow dla estymatora bezposred-
niego, bez wzgledu na liczebnos¢ proby, frakcje brakow danych oraz mechanizm ich
powstawania. Przykladowo, gdy wielko$é proby wynosita 1%, frakcja brakéw 10%
i przypisywane byly one mieszkaniom o najnizszym metrazu (wariant 2) wzgledny btad
szacunku estymatora bezposredniego wynosit od 2,9% dla powiatu pilskiego do 6% dla
powiatu miedzychodzkiego. Dla poréwnania, wzgledny btad szacunku dla estymatora
kalibracyjnego regresyjnego nie przekraczal dla kazdego powiatu 3%, por. rysunek 4.5.

Dokonujac podsumowania symulacyjnego badania obciazenia i efektywnosci es-
tymatoréw Sredniej powierzchni mieszkan mozna stwierdzi¢, ze najlepsze sg estyma-
tory kalibracyjne wykorzystujace informacje dodatkowe w postaci wartosci globalnej
zmiennej pomocniczej. Charakteryzuja sie one najmniejszym obciazeniem, wariancja
i wzglednym bledem szacunku. Mozliwo$¢ wykorzystania dodatkowych informacji po-
zwala w istotny sposob zwiekszy¢ poprawe precyzji, przy jednoczesnej redukeji obciaze-
nia bedacego skutkiem brakow danych. Zaleznos¢ taka byta zauwazalna we wszystkich
rozpatrywanych wariantach oraz dla réznych wielkosci prob i frakeji brakow.

Warto podkresli¢, ze estymatory kalibracyjne wykazywaly swoja wyzszos¢ nad esty-
matorem Horvitza-Thompsona zwtaszcza, gdy braki odpowiedzi nie miaty charakteru
losowego, a frakcja brakéow byta duza. Jest to szczegdlnie wazne z punktu widzenia
badan prowadzonych przez Giéwny Urzad Statystyczny, gdzie braki odpowiedzi, sa
zrodtem duzych btedow systematycznych z racji skali na jakg wystepuja i faktu, ze nie
majg one charakteru losowego.
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Rysunek. 4.5. Wzgledny blad szacunku estymatoréw sredniej powierzchni mieszkan (w %) w przekroju powiatéw
wojewodztwa wielkopolskiego — wariant 2, préba 1%, frakcja brakéw danych 10%

7rédto: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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4.3. Zalozenia badania symulacyjnego dla mediany

W przypadku szacowania mediany cechy Y, z wykorzystaniem estymatoréw ka-
libracyjnych, analize przeprowadzono w oparciu o sztucznie utworzong populacje®s.
W tym celu wygenerowano 10 000 obserwacji dla zmiennej Y, ktora podlegata rozkta-
dowi logarytmiczno-normalnemu z prawdziwg wartoscig mediany réwng @y 05 = 2 356.
Podobnie postgpiono w przypadku zmiennej X, dla ktorej rowniez wygenerowano
10 000 obserwacji z rozktadu logarytmiczno-normalnego ze znanymi kwartylami wy-
noszacymi odpowiednio: (025 = 2 612, Q05 = 2 988 1 Qy 075 = 3 423. Otrzymano
w ten sposob 10 000 par liczbowych (x1,41), - - -, (Z10 000, Y10 000), KtOre mozna trakto-
wacé jako wartosci dwuwymiarowej zmiennej (X,Y'), przy czym Y jest zmienng badana
w populacji, a X zmienng pomocniczg.

Na potrzeby oszacowania mediany zmiennej Y wykorzystano estymator bezpo-
sredni i trzy estymatory kalibracyjne:

e estymator Horvitza-Thompsona

Qy.uros = F,1(05), (4.14)
gdzie:
Y, ()
F,(t) = "= : (4.15)
d;
=1

e estymator kalibracyjny mediany ze znanym wektorem Q%%

Agl;,cal,O.E) - Fil (05) (416)

y,cal

W przypadku tego estymatora zalozono, ze nie jest znana mediana (), 5 zmien-
nej pomocniczej w populacji generalnej. Dlatego zastgpiono jg oceng estymatora
Horvitza-Thompsona opierajac sie na danych pochodzacych z wylosowanej z po-
pulacji préby s. Jedyng sktadows wektora Q$70'5 byta zatem oszacowana mediana
zmiennej pomocniczej.

e estymator kalibracyjny mediany ze znanym wektorem () 0.5

A

A32/,cal,0.5 = Fil (05) (417)

y,cal

W przypadku tego estymatora zatozono, ze znana jest mediana (), 5 zmiennej po-
mocniczej w populacji generalnej, ktéra stanowita jedyna sktadowa wektora Qg 0.5.

38 Wiynikato to gléwnie z faktu, ze obliczenia na danych rzeczywistych z NSP’2002 mogty byé
wykonywane tylko w Urzedzie Statystycznym w Poznaniu, przy czym dane znajdowaly si¢ na serwe-
rze Gléwnego Urzedu Statystycznego w Warszawie, co przy niewielkiej przepustowosci lacza, duzych
zbiorach danych i duzej liczbie niezbednych do przeprowadzenia replikacji, w zasadzie uniemozliwiato
testowanie wszystkich omawianych estymatoréw kalibracyjnych. Dlatego w badaniach symulacyj-
nych zdecydowano sie poddaé¢ weryfikacji wlasnosci estymatoréw kalibracyjnych sredniej powierzchni
mieszkan w oparciu o dane spisowe. Drugi powdd dotyczyl rozkladu wielu cech w badaniu budzetow
gospodarstw domowych, ktére charakteryzuja sie asymetrig prawostronng. Dlatego w odniesieniu
do estymatoréw kalibracyjnych mediany, zdecydowano si¢ na przeprowadzenie badan symulacyjnych
w oparciu o dane wygenerowane z rozktadu logarytmiczno-normalnego, ktéry réwniez charakteryzuje
sie asymetria prawostronna i czesto wykorzystywany jest do modelowania rozktadu dochodéw czy
wydatkéw gospodarstw domowych.

89



4.3. Zatozenia badania symulacyjnego dla mediany

e uogoélniony estymator kalibracyjny mediany

33;,cal,0.5 = y_,clal<0‘5)' (418)
W przypadku tego estymatora zalozono, ze znane sa wszystkie kwartyle (), .25,
Q205 1 Qz 075 zmiennej pomocniczej w populacji generalne;.
Dystrybuanta interpolacyjna zmiennej Y, ktora stanowita podstawe wyznaczania
ocen wszystkich rozwazanych w badaniu symulacyjnym estymatoréw kalibracyjnych
mediany wyrazala si¢ wzorem:

Z wiHy,T (t7 yz)

Fy,cal (t) - = m . (419)

W dalszym ciaggu postepowano w sposéb zblizony do procedury opisanej w przy-
padku badania symulacyjnego dla $redniej powierzchni mieszkan®®. Losowano zatem,
zgodnie ze schematem losowania zaleznego, préby wielkosci 1%, 10% 1 20% z calej
populacji.

Nastepnie, po wylosowaniu n — elementowej préby, zastepowano czes¢ informacji
o wartos$ciach zmiennej Y brakami danych. Zastosowano przy tym trzy opisane wcze-
$niej r6zne podejscia dla tworzenia brakow danych. W pierwszym zaktadano, ze braki
danych generowane byly w sposéb losowy (wariant 1). W drugim (wariant 2) i trze-
cim (wariant 3), zalozono, ze braki danych przypisano jednostkom o najmniejszych
i najwiekszych wartosciach cechy Y odpowiednio. Przyjeto przy tym, ze w kazdym
przypadku frakcja brakow danych w probie wynosita: 1%, 10% i 20%. Dla réznych
wariantéw liczebnosci préby (trzy mozliwoscei), frakeji brakéw (trzy mozliwosci) oraz
sposob6w ich generowania (trzy mozliwosci) przeprowadzono po 500 replikacji i na
tej podstawie dokonano oszacowania wartosci oczekiwanej mediany zmiennej Y, war-
tosci oczekiwanej obcigzenia badanych estymatoréw, ich wariancji empirycznej oraz
wzglednych btedéw szacunku wedtug ponizszych wzorow:

e wartos¢ oczekiwana estymatora mediany zmiennej Y

500

Quns = 555 2 Ao (120

gdzie Q(y% 5 oznacza ocene mediany zmiennej Y w ¢ — tej replikacji uzyskana z wyko-
rzystaniem jednego z czterech rozwazanych w badaniu estymatoréow , 7 =1, ..., 500.
e wartos¢ oczekiwana obcigzenia

500 Z ’QyOS Qy0.5/; (4.21)

gdzie @)y 0.5 oznacza median¢ zmiennej Y w populacji.

9 Roéznica w zasadzie dotyczyla przyjetego schematu losowania préby.
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e wariancja empiryczna

AQ 1 300 I . )
Ve = 199 Z (Qy,oAs) - Qy,0.5) . (4.22)
i=1
e wzgledny btad szacunku
,/‘72
REE = =< -100%. (4.23)
Qy,O.S

4.4. Wyniki badania symulacyjnego dla mediany

Podobnie, jak w przypadku badan symulacyjnych dla sredniej, gdy braki danych
dla zmiennej Y generowane byly w sposéb losowy (wariant 1), to bez wzgledu na
liczebnos$é proby oraz frakcje brakéw, zaroéwno wartosé oczekiwana estymatora bezpo-
sredniego jak i estymatorow kalibracyjnych mediany, byty bliskie ,prawdziwej” war-
tosci mediany w populacji, por. tabela 4.5. Estymatory te charakteryzowaly sie w tej
sytuacji niewielkimi obcigzeniami.

Tabela. 4.5. Warto$¢ oczekiwana estymatoréw mediany zmiennej Y

Wielko$é préby

Warto$é oczekiwana 1% 10% 20%
estymatoréw Frakcja brakow Frakcja brakow Frakcja brakow
1% | 10% | 20% | 1% | 1% | 20% | 1% | 10% | 20%

Qy,05 | 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0
Qy’HT,0,5 2352.1 2350.4 2345.2 2354.5 2354.2 2357.4 2355.6 2355.0 2355.6
Wariant 1 AglJ,cal,Oﬁ 2351.3 2352.2 2347.3 2354.7 2354.6 2357.1 2355.7 2354.9 2355.4

2352.8 2353.4 2356.9 2354.6 2355.6 2356.9 2356.1 2355.7 2356.1
2355.1 2355.6 2358.6 2354.9 2355.7 2356.5 2356.2 2355.8 2355.9

2
Qy,cal,O.S

Q3
y,cal,0.5
Qy,0.5 | 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0

QuuTo5 | 2359.7 24375 2521.6  2362.1 2438.9 2527.1 2363.6 2439.8 2527.2
Wariant 2 | Q! 2353.6 2380.1 2409.7 2356.3 2378.6 2410.1 2357.7 2378.7 24105

y,cal,0.5
2 o5 | 23542 23805 24101 23569 23789 24111 23581 23779 2410.7
03 05 | 23556 23656 23805 23554 23634 2377.1 23562 2362.9 2376.7

Qy,0.5 | 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0 2356.0
QAy’HT’()'5 2346.7 2265.8 2179.7 2346.8 2275.8 2190.8 2347.2 22745 2193.1

Wariant 3 | QL 0. | 2353.1 23249 22891 2352.9 2333.5 23013 2353.3 23324 23040
Q2 05 | 23551 23265 22951 23535 2333.6 23019 23533 23325 2303.9
Q3 05 | 23573 23495 23266 23555 2350.6  2320.5 23551 2350.3 2330.6

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badaii symulacyjnych

Przewaga estymatoréw kalibracyjnych ujawniata si¢ zwtaszcza w sytuacjach, gdy
braki danych nie miaty charakteru losowego, a przypisane zostaty jednostkom o naj-
nizszych jak i najwyzszych wartosciach zmienej Y (wariant 2 i 3 odpowiednio).

Gdy braki danych przypisane zostaly jednostkom o najnizszych wartosciach zmien-
nej Y, estymator bezposredni wykazywat tendencje do zawyzania mediany ), 05. W ta-
kim wariancie warto$¢ oczekiwana poszczegdlnych estymatoréw kalibracyjnych byta
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4.4, Wyniki badania symulacyjnego dla mediany

w duzym stopniu zbiezna z ,prawdziwg’ warto$ciag mediany zmiennej Y w populacji.
Spore rozbieznosci mozna natomiast zauwazy¢ dla estymatora bezposredniego. Byto to
zwlaszeza widoczne, gdy frakcja brakow danych wynosita co najmniej 10% bez wzgledu
na liczebnos¢ proby, por. tabela 4.5.

Kiedy braki danych przypisywane byty jednostkom o najwyzszych wartosciach
zmiennej Y, estymator Horvitza-Thompsona wykazywal tendencje do zanizania me-
diany @), 0.5. Byta ona zwlaszcza widoczna, gdy dla ustalonej liczebnosci proby frakcja
brakow byta wieksza. Wartosci oczekiwane wszystkich rozpatrywanych estymatorow
kalibracyjnych i w tym wariancie byty na ogét zbiezne z ,prawdziwa’ mediang zmien-
nej Y w populacji. W takich przypadkach estymatory kalibracyjne wykazywaty oczy-
wiscie tendencje do zanizania wartosci mediany, w znacznie mniejszym jednak stopniu
anizeli estymator bezposredni.

Obcigzenie rozpatrywanych estymatoréw byto tym wieksze, im w ramach ustalonej
liczebnosci proby, frakcja brakéw byta wyzsza, por. tabela 4.6. Sposréd estymatorow
kalibracyjnych najmniejszym obciazeniem charakteryzowal sie uogdlniony estymator
kalibracyjny mediany. W nieco wiekszym stopniu obciazone byly estymatory kalibra-
cyjne ze znanym wektorem (o5 i Qw,%. Przy ustalonej liczebnosci proby, wzrost
frakcji brakéw powodowal znaczne zwiekszenie obcigzenia estymatora bezposredniego,
podczas gdy dla estymatoréw kalibracyjnych zalezno$é¢ ta byla w mniejszym stopniu
zauwazalna.

Tabela. 4.6. Warto$¢ oczekiwana obciazenia estymatoréw mediany zmiennej Y

Wielko$é préby
Wartoéé oczekiwana 1% 10% 20%

obciazenia estymatoréw Frakcja brakow Frakcja brakow Frakcja brakéw

1% | 1% | 20% | 1% | 10% | 20% | 1% | 10% | 20%
Qy,HT,O,s 65.95 69.63 72.28 18.49 19.86 20.61 12.33  13.40 14.57
Wariant 1 Q1 65.81 68.19 67.17 18.38  19.29 19.01 12.22  13.05 13.52
Q2 05 | 4615 4566 47.32 1287 13.07 13.68 844 893  9.26
Q3 42.34 43.39 44.73 12.01  12.37 13.12 7.94 8.33 8.84

y,cal,0.5
QAy,HTYO'5 65.57 93.54 167.44 20.80 8293 171.02 14.26 83.80 171.12

Wariant 2 | Q! 0. | 6530 6660 7803 2034 2656 5418 13.16 23.55 5451
Q2 o5 | 4110 4697 6140 13.63 2366 5501 864 2199 5463
Q3 05 | 3914 4242 4158 1212 1248 2182 795 924 2070
Qy.uT05 | 6697 100.81 177.66 21.31 80.17 165.14 14.67 8149 162.85
Wariant 3 | QL 0. | 6687 69.13  90.14 20.09 26.88 5488 1296 2455  52.02
Q2 05 | 4272 5097 6945 1314 2375 5411 853 2357 5208
Q3 05 | 3897 4166 5557 1195 1279 2758  7.66 918  25.51

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badai symulacyjnych

Znajomos$¢ mediany (badz kwartyli w przypadku rozpatrywanego w badaniu uogél-
nionego estymatora kalibracyjnego mediany) zmiennej pomocniczej X ma zatem fun-
damentalne znaczenie dla jakosci uzyskanych wynikéw. Gdy nie jest ona znana, to jak
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pokazuja wyniki badan symulacyjnych, zastapienie jej ocena estymatora bezposred-
niego w dalszym ciggu — w istotny sposéb — wplywa na zmniejszenie obciazenia.

Rozpatrujac wariancje estymatoréw mediany mozna zauwazy¢, ze dla estymatora
bezposredniego jest ona znacznie wieksza niz dla estymatoréow kalibracyjnych, por.
tabela 4.7. Dotyczy to w zasadzie wszystkich rozpatrywanych wariantow generowa-
nia brakéw danych. Jest to szczegélnie zauwazalne, kiedy wielko$¢ proby wynosita
1%. Wraz ze wzrostem liczebnosci préby, wariancja estymatora Horvitza-Thompsona
wykazywala tendencje malejaca, w dalszym jednak ciggu estymatory kalibracyjne cha-
rakteryzowaly si¢ mniejsza od bezposredniego wariancja.

Tabela. 4.7. Wariancja estymatoréw mediany zmiennej Y’

Wielko$é préby

Wariancja 1% 10% 20%
estymatoréw Frakcja brakow Frakcja brakow Frakcja brakow
1% | 10% | 20% | 1% | 0% | 20% | 1% [ 10% | 20%

Qy.ur,05 | 6856.0 76059 8308.8 537.3 612.6 673.6 2389 281.0 330.2
QL a5 | 68755 74669 7136.8 5334 5818 5824 2348 2640 2855

2 05 | 33207 33914 36040 2601 2772 2925 1122 1258 1323
Q3 05 | 27711 29702 31416 2197 2466 2655 992 107.2 1188
Qo5 | 6967.8 T1342 76732 651.6 6827 694.8 258.5 281.8 307.7
Wariant 2 | QL 0. | 69494 66418 64709 647.8 5577 6115 2668 2250 289.7
2595.1 2869.9 2504.5 2819 2189 3180 111.2 826 1359
Q3 05 | 24198 27753 22396 2309 183.0 1988 986 780  73.1
Qy.uro05 | 67021 61701 61283 6059 617.1 5049 252.5 280.2 262.1

Wariant 1

32
y,cal,0.5

Wariant 3 | QL 0. | 6775.7 67058 73943 610.6 5725 5934 2453 2481 3156
Q2 05 | 28643 32525 34905 2612 260.7 309.6 107.2 1040 139.8
Q3 05 | 25422 27332 47412 2251 232.6 317.8 922 996 1408

Zrédio: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badan symulacyjnych

Sposrod wszystkich rozwazanych estymatoréw najbardziej efektywny byt uogél-
niony estymator kalibracyjny mediany. Znajomo$¢ wigkszej liczby kwantyli zmien-
nej pomocniczej odgrywa zatem, podobnie jak w przypadku obcigzenia, istotng role
z punktu widzenia zmniejszenia wariancji estymatora. Jest to zauwazalne we wszyst-
kich rozpatrywanych wariantach generowania brakéw danych, bez wzgledu na ich frak-
cje oraz wielkos¢ proby. Kiedy nie jest znany zaden kwantyl zmiennej pomocniczej, to
jak pokazuja wyniki badan symulacyjnych, zastapienie go oceng estymatora bezposred-
niego réwniez przyczynia sie do zmniejszenia wariancji we wszystkich rozpatrywanych
wariantach.

Podobnie, jak w przypadku analizy wtasnosci estymatorow $redniej powierzchni
mieszkan, wyniki badania symulacyjnego dla mediany pokazuja, ze estymator bezpo-
sredni jest najmniej efektywny ze wszystkich przedstawionych. Z grupy estymatorow
kalibracyjnych najwyzsza precyzja szacunkéw charakteryzowaly sie Qz’cawﬁ i szmﬁ.
Wykorzystanie informacji dodatkowej w postaci mediany zmiennej pomocniczej (badz
wiekszej liczby znanych kwantyli tej zmiennej na poziomie populacji) wplywa zatem
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nie tylko na redukcje obcigzenia, ale rowniez wzglednego btedu szacunku. Precyzja
szacunkéw mediany zmiennej Y bylta zazwyczaj wigksza w sytuacjach, gdy frakcja
brakéw byta nizsza. Ponadto, przy ustalonej na okreslonym poziomie frakcji brakow
danych, precyzja byta wyzsza dla wiekszych prob. Oznacza to spadek wzglednego btedu
szacunku przy wzroscie liczby jednostek wylosowanych do préby, por. tabela 4.8.

Tabela. 4.8. Wzgledny blad szacunku estymatoréw mediany zmiennej Y (w %)

Wielko$é préby
Wzgledny btad 1% 10% 20%
szacunku Frakcja brakow Frakcja brakow Frakcja brakow
1% | 10% | 20% | 1% | 10% | 20% | 1% [ 10% | 20%
Qy,HT70,5 3.52 371 389 098 1.05 1.1 0.66 0.71 0.77
; A1
Wariant 1 y.cal,0.5 3.53 367 36 098 1.02 1.02 065 0.69 0.72
)2 los | 245 247 255 068 071 073 045 048 0.49
y,cal,0.
3 los | 224 231 238 063 067 069 042 044 046
y,cal,0.
Quuros | 354 347 347 108 107 1.04 068 0.69 0.69
Wariant 2 ;,cal,045 3.54 342 334 1.08 099 1.03 069 063 0.71
42
y.cal,0.5 2.16 225 208 071 062 074 045 0.38 0.48
A3
y.cal,0.5 2.09 223 199 065 0.57 059 042 037 0.36
QAyyHTA)‘g, 3.49 347 359 1.05 1.09 1.03 068 074 0.74
Wariant 3 | Q! | 35 352 376 105 103 1.06 0.67 068 0.77
y,cal,0.
Qi,cawﬁ 227 245 257 069 069 076 044 044 0.51
33
Q3 05 | 214 223 296 064 065 077 041 042 051

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badani symulacyjnych

Najwiekszy wzgledny btad szacunku wszystkich rozpatrywanych estymatorow za-
obserwowano, gdy braki danych generowano w sposéb losowy. Dotyczyto to przede
wszystkim sytuacji, gdy wielko$¢ proby wynosita 1%, a frakcja brakéw danych wyno-
sita 20%.

Dokonujac podsumowania symulacyjnego badania obcigzenia i efektywnosci esty-
matorow mediany zmiennej Y mozna stwierdzi¢, ze najlepsze sa estymatory kalibra-
cyjne wykorzystujace informacje dodatkowe w postaci wartosci kwantyli zmiennej po-
mocniczej na poziomie populacji. Charakteryzuja sie one najmniejszym obciazeniem,
wariancja i wzglednym btedem szacunku. Mozliwo$¢ wykorzystania dodatkowych in-
formacji pozwala zatem — w istotny sposob — zwiekszy¢ precyzje przy jednoczesnej re-
dukcji obcigzenia bedacego skutkiem brakow danych. Zaleznos¢ taka byta zauwazalna
we wszystkich rozpatrywanych wariantach oraz dla réznych wielkosci préb i frakeji
brakow.

Warto podkresli¢, ze estymatory kalibracyjne mediany, podobnie jak estymatory
kalibracyjne $redniej, wykazywaly swoja wyzszo$¢ nad estymatorem bezposrednim
w sytuacjach, gdy braki odpowiedzi nie mialy charakteru losowego, a frakcja brakow
byta duza.
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4.5. Whnioski

Podsumowujac wyniki obydwu przeprowadzonych w rozdziale czwartym badan
symulacyjnych nad wlasnosciami rozwazanych w pracy estymatoréw kalibracyjnych,
mozna zauwazy¢ pewne wspolne elementy:

Obcigzenie estymatoréw spada wraz ze wzrostem liczebnosci préby.

Przy ustalonej wielkosci proby oraz frakeji brakow danych najmniejsza tendencje
do przeszacowywania lub niedoszacowywania analizowanego parametru zauwazy¢
mozna w sytuacji, gdy braki danych maja charakter losowy. W innym przypadku
obcigzenie rosnie — w mniejszym jednak stopniu dla estymatoréw kalibracyjnych.

e W sytuacji, gdy braki danych przypisywano jednostkom o najnizszych wartosciach
analizowanej cechy, oceny uzyskane dla rozwazanych estymatorow byty przeszaco-
wane w stosunku do ,prawdziwej” warto$ci parametru — w znacznie mniejszym
jednak stopniu dla estymatoréw kalibracyjnych. Obcigzenie to rosto wraz ze wzro-
stem frakcji brakéow danych.

e W sytuacji, gdy braki danych przypisywano jednostkom o najwyzszych wartosciach
analizowanej cechy, oceny uzyskane dla rozwazanych estymatoréw byty niedosza-
cowane w stosunku do ,prawdziwej” warto$ci parametru — w znacznie mniejszym
jednak stopniu dla estymatoréw kalibracyjnych. Niedoszacowanie to byto tym wiek-
sze, im wyzsza bylta frakcja brakoéw danych.

e Estymatory kalibracyjne charakteryzuja sie mniejsza wariancjg anizeli estymator
bezposredni. Najwicksza wariancje maja rozwazane estymatory, gdy braki danych
majg charakter losowy. Wariancja estymatoréw ro$nie wraz ze wzrostem frakcji
brakéw danych, w mniejszym jednak stopniu dla estymatorow kalibracyjnych.

e Przewaga estymatoréw kalibracyjnych nad bezposrednim jest szczegodlnie zauwa-
zalna, kiedy mechanizm generujacy braki danych nie jest przypadkowy. Jest to
szczegblnie wazne, gdyz w badaniach spotecznych przeprowadzanych przez GUS,
czesto uchylaja sie od udzielania odpowiedzi jednostki o najnizszych i najwyzszych
wartosciach badanej cechy:.

Wyniki badan symulacyjnych potwierdzilty, ze na obciazenie estymatoréw i ich
wariancje wptyw ma odpowiednie wykorzystanie informacji dodatkowych w postaci
wartosci globalnych badZ kwantyli zmiennych pomocniczych.

Wséréd rozwazanych estymatoréw kalibracyjnych najbardziej pozadanymi wlasno-
Sciami — w przypadku szacowania sredniej — charakteryzowat si¢ estymator kalibracyjny
regresyjny, a dla mediany uogélniony estymator kalibracyjny.

Dokonana w rozdziale czwartym, na podstawie symulacji ocena wtlasnosci esty-
matoréw kalibracyjnych, w potaczeniu z informacja o dostepnych zrédtach danych,
stanowita podstawe decyzji wyboru najodpowiedniejszych metod szacunku wybranych
kategorii wydatkow gospodarstw domowych, w przekroju powiatow wojewodztwa wiel-
kopolskiego, w przeprowadzonym — w ostatnim rozdziale badaniu.
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Rozdziat 5

Empiryczna ocena rozwazanych
estymatorow kalibracyjnych w badaniu
budzetéw gospodarstw domowych

5.1. Badanie budzetéw gospodarstw domowych jako pole
zastosowan estymatorow kalibracyjnych

Po przedstawieniu wtasnosci estymatoréw kalibracyjnych oraz analitycznych roz-
wazaniach, zawartych w rozdziale drugim i trzecim, przejdziemy do ich empirycznej
weryfikacji na przyktadzie budzetéw gospodarstw domowych w wojewodztwie wielko-
polskim. Zaznaczmy przy tym, ze jest to pierwsze zastosowanie estymatoréw kalibra-
cyjnych w odniesieniu do budzetow gospodarstw domowych w Polsce, co stwierdzamy
dla podkreslenia pionierskosci zastosowan. Nie ma bowiem innych przyktadow zasto-
sowan kalibracji, ktére mogtyby wzmocni¢ badz ostabi¢ wynikajace z pracy wnioski.

Badanie budzetéw gospodarstw domowych stanowi jedno z podstawowych Zrodet
danych o warunkach i sytuacji bytowej poszczegdlnych grup ludnosci. Dostarcza wielu
informacji o przychodach, rozchodach, spozyciu i wyposazeniu w dobra trwalego uzyt-
kowania gospodarstw domowych. Umozliwia przeprowadzanie roznego rodzaju analiz
nad zréznicowaniem warunkow bytowych grup spoteczno-ekonomicznych ludnosci oraz
wskazanie przyczyn, ktore determinuja powstawanie tych roznic.

Wyniki badan budzetéw gospodarstw domowych znajduja szerokie zastosowanie.
Stanowig nie tylko podstawe oceny sytuacji bytowej poszczegdlnych grup ludnosci,
ale sa réwniez niezbedne w procesie kreowania oraz monitorowania efektow polityki
spoteczno-ekonomicznej w skali kraju — jak i w kontekscie przynaleznosci Polski do
Unii Europejskiej. Wykorzystywane sa w opracowywaniu prognoz ekonomicznych do-
tyczacych spozycia indywidualnego, opracowywania modeli dotyczacych obcigzen po-
datkowych gospodarstw domowych oraz ustalania minimalnego wynagrodzenia. Stuza

96



5.1. Badanie budzetéw gospodarstw domowych

rowniez jako wagi do obliczania indekséw cen towarow i ushug konsumpcyjnych oraz
stanowia wazne zrodto informacji na temat skali ubéstwa w Polsce.

Jednostka badania jest gospodarstwo domowe jedno- lub wieloosobowe. Przedmio-
tem badania jest jego budzet rozumiany jako systematyczne zestawienie przychodow
i rozchod6w (pienieznych i niepienieznych) za dany okres. W badaniu zbiera sie réw-
niez informacje o wielkosci spozycia wybranych artykutéw oraz korzystania z réznych
ustug, cechach demograficznych i spoteczno-ekonomicznych osob wchodzacych w sktad
gospodarstwa domowego, ich aktywnoéci ekonomicznej, rodzaju wykonywanej pracy,
uzytkowaniu gruntow, wyposazeniu w dobra trwatego uzytkowania i nieruchomosci,
a takze o subiektywnej ocenie sytuacji materialnej gospodarstwa domowego.

Badanie budzetéw gospodarstw domowych ma w Polsce ponad 50-letnig tradycje.
Bylo juz przeprowadzane w okresie miedzywojennym i powojennym, ale dopiero po-
czawszy od 1957 roku prowadzone jest co rok i obejmuje wiekszg liczbe respondentow.
Przyktadowo, w 1957 roku udziat w badaniu wzigto 1 200 gospodarstw, podczas gdy
w 2006 roku byto ich juz 37 508. Zmianie ulegaty rowniez metody samego badania.
Poczatkowo stosowano podejscie branzowe, ktére obejmowalo wybrane grupy zawo-
dowe, a jedno gospodarstwo domowe brato w nim udzial nawet przez okres 4-5 lat.
Obecnie stosowane jest podejécie terytorialne, obejmujace swym zasiegiem wszystkie
wojewodztwa i rézne typy gospodarstw domowych, przy czym jedno gospodarstwo
bierze w nim udziat przez okres jednego miesigca. Podstawowsg metoda zbierania in-
formacji jest wywiad osobisty i prowadzenie ksiazeczek budzetowych. Do zbierania
danych w ramach wywiadu wykorzystuje sie kwestionariusze: karte statystyczng go-
spodarstwa domowego, informacje o gospodarstwie nieprzystepujacym do badania oraz
informacje uzupetniajace o gospodarstwie domowym.

Badanie budzetow gospodarstw domowych jest przeprowadzane metoda reprezen-
tacyjna. Istnieje zatem mozliwos¢ uogédlniania uzyskanych wynikéw na wszystkie go-
spodarstwa domowe w kraju. W 2002 roku zastosowano terytorialny, warstwowy, dwu-
stopniowy schemat losowania z réznymi prawdopodobienstwami wyboru na I stopniu.
Jednostkami losowania pierwszego stopnia byty terenowe punkty badan, natomiast na
drugim stopniu losowane byly mieszkania®.

Operat losowania jednostek pierwszego stopnia stanowity wykazy rejonéw staty-
stycznych, ktore zostaly opracowane dla potrzeb Narodowego Spisu Powszechnego,
a aktualizowane kazdego roku o zmiany wynikajace z podzialu administracyjnego
kraju, z nowego budownictwa, wyburzania starych budynkéw itd.

W 2002 roku w badaniu budzetéw gospodarstw domowych wykorzystywane byty
dwie podproébki liczace po 675 terenowych punktow badan, por. rysunek 5.1:

e podprobka 1 - wylosowana w 2001 roku do badania na lata 2002—-2003,
e podprobka 2 - wylosowana w 2000 roku do badania na lata 2001-2002.

W badaniu budzetéow gospodarstw domowych przyjeto zasade, ze terenowy punkt
badan w miescie powinien liczy¢ co najmniej 250 mieszkan, zas wiejski 150. Wymagato
to taczenia niektorych rejonow statystycznych z sasiednimi — celem spetnienia tego za-
tozenia. Przed losowaniem mieszkan, terenowe punkty badan zostaly powarstwowane,

40 Metodologia losowania préby przedstawiona zostata w oparciu o publikowane przez GUS opra-
cowania dotyczace badania budzetéw gospodarstw domowych, por. GUS (2003b).
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w ramach kazdego wojewodztwa, wedtug klas miejscowosci stanowigcych miasta po-
grupowane wedtug liczby mieszkancow oraz wies. Przyjeto rowniez zatozenie, ze kazde
losowane mieszkanie (a wiec i gospodarstwo domowe) powinno mie¢ jednakowe prawdo-
podobienstwo dostania si¢ do proby. W zwiazku z tym, liczba losowanych terenowych
punktéw badan z danej warstwy, byta proporcjonalna do liczby mieszkan w warstwie.
7 kazdego terenowego punktu badan do proby losowano jednakowa liczbe mieszkan.
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Rysunek. 5.1. Liczba terenowych punktéw badan wedlug wojewdédztw w 2002r.

Zrédio: Opracowanie wlasne

Operat losowania drugiego stopnia stanowity z kolei wykazy zamieszkanych miesz-
kan w ramach wylosowanych terenowych punktow badan. Losowanie mieszkan prze-
prowadzono w oparciu o nastepujace zalozenia:

1. W badaniu zastosowano model rotacji catkowitej z miesiecznym okresem wymiany
probyL.

2. W kazdym miesiacu losuje si¢ po dwa mieszkania, w ramach danego terenowego
punktu badan, a w wylosowanych mieszkaniach w badaniu udziat biorg wszystkie
zamieszkujace je gospodarstwa domowe.

41 Do 1982 roku stosowano w badaniu budzetéw gospodarstw domowych metode ciggla, co ozna-
czalo, ze te same gospodarstwa domowe podlegaly badaniu przez rok i dluzej. W latach 1982-1993
wykorzystano metode rotacji kwartalnej. Stosowana poczawszy od 1993 roku metoda rotacji miesiecz-
nej oznacza, ze w ciggu roku inne gospodarstwo domowe w kazdym miesiacu bierze udzial w badaniu
i prowadzi zapisy w specjalnie przeznaczonych do tego celu ksiazeczkach budzetowych.
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3. W wylosowanym mieszkaniu badanie przeprowadzane jest w danym miesiacu w cia-
gu dwobch kolejnych lat (w 2002-2003 w podprébee pierwszej i 2001-2002 w pod-
préobee drugiej).

4. W ramach kazdego terenowego punktu badan losuje si¢ rezerwowa probe mieszkan.
Jest to konsekwencja nie przystepowania do badania gospodarstw domowych za-
mieszkujacych wylosowane mieszkanie. Zastepowanie gospodarstw domowych, nie
biorgcych udzialu w badaniu, odbywa sie w oparciu o gospodarstwa zamieszkujace
mieszkania z proby rezerwowej wedtug kolejnosci ich wylosowania.

Biorac pod uwage powyzsze zatozenia, wylosowano w kazdym terenowym punkcie
badan po 24 mieszkania (co daje taczna liczbe 32 400 mieszkan) oraz probe rezerwowa
liczaca 150 mieszkan.

Nie wszystkie gospodarstwa domowe, zamieszkujace 32 400 mieszkan wylosowanych
do préby, wziety jednak udzial w badaniu. W zwigzku z powyzszym, zastosowano se-
kwencyjna procedur¢ zamiany gospodarstw domowych z préby rezerwowej. Losowy
sposéb zamiany gospodarstw, ktore nie podjety badania polegat na dobieraniu kolej-
nych mieszkan z losowo uporzadkowanego ciggu mieszkan tak dtugo, az gospodarstwa
domowe z dwoch mieszkan, w ramach danego terenowego punktu badan, wyrazity cheé¢
uczestniczenia w badaniu. Losowa zamiana gospodarstw domowych oznaczata zatem,
ze gospodarstwo zastepujace gospodarstwo nieprzystepujace do badania, mogto cha-
rakteryzowaé sie zupelnie innymi cechami spoteczno-demograficznymi (sktad osobowy,
zrodio utrzymania itd.).
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Rysunek. 5.2. Liczba gospodarstw domowych w przekroju wojewédztw zbadanych w 2002r.

Zrédlo: Opracowanie wlasne
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Ostatecznie w 2002 roku w badaniu udziat wzieto 32 342 gospodarstwa domowe,
z czego w wojewodztwie wielkopolskim ich liczba wyniosta 2 599, por. rysunek 5.2.

[stotnym zagadnieniem, z punktu widzenia jakosci danych, jest skala i przyczyny
niepodjecia badania przez gospodarstwa domowe wylosowane do proby. W 2002 roku,
nawet po uwzglednieniu efektu zastepowania mieszkan, nie uzyskano zadnej informa-
cji (o zrédle utrzymania, sktadzie osobowym) od wielu gospodarstw domowych. Ich
udziatl w catkowitej liczbie gospodarstw domowych wylosowanych do badania budze-
tow wynidst 17,4%. Najczestsza przyczyng niepodjecia przez wylosowane gospodarstwo
domowe udziatu w badaniu byly odmowy, wiek badz choroba.

Ze wzgledu na duza frakcje gospodarstw domowych nie przystepujacych do bada-
nia, struktura proby zbadanej, ze wzgledu na cechy spoteczno-demograficzne, rézni sie
w istotny sposéb od struktury préoby wylosowanej. Gtéwny Urzad Statystyczny, celem
redukcji obcigzenia wynikajacego z niepodejmowania badania, przewaza uzyskane wy-
niki przez wskazniki odnoszace si¢ do struktury gospodarstw domowych wedtug liczby
0s6b pochodzacych z badania aktywnosci ekonomicznej ludnosci.

Istotnym problemem sa réwniez braki odpowiedzi dla wielu kategorii wydatkow
w odniesieniu do gospodarstw, ktore przystapity do badania. W wielu przypadkach
frakcja brakéw odpowiedzi przekracza 50%. Innym Zrédtem bledéw nielosowych, jak
wykazuje praktyka badan reprezentacyjnych prowadzonych w Polsce i w innych kra-
jach, a opartych na oswiadczeniach os6b badanych, sa zanizane celowo niektore pozycje
jak: wydatki na alkohol, tyton, wyroby cukiernicze, zywienie w placowkach gastrono-
micznych itp. Stad tak wazna rola omawianych w pracy metod, ktére zniwelowa¢ moga
ujemny wpltyw btedow nielosowych na jakosé¢ uzyskanych wynikdow.

W kolejnym podrozdziale podjeta zostanie empiryczna ocena rozwazanych w pracy
estymatoréw kalibracyjnych dla niektérych kategorii wydatkow gospodarstw domo-
wych.

5.2. Empiryczna ocena estymatoréw kalibracyjnych Srednich
wydatkow gospodarstw domowych

Glownym celem przeprowadzonych analiz, w ramach tego podrozdziatu, byto osza-
cowanie $rednich wydatkéw gospodarstw domowych na niektore kategorie towardw
i ustug konsumpcyjnych w przekroju powiatéow wojewodztwa wielkopolskiego. Jako
zmienne badane przyjeto wydatki na napoje alkoholowe, wyroby tytoniowe i narkotyki
oraz wydatki na tacznos¢. Ich wyboér wynikal z faktu, ze wystepujace tutaj braki od-
powiedzi charakteryzowaly sie znaczng dyspersja. W przypadku wydatkéow na napoje
alkoholowe, wyroby tytoniowe i narkotyki dodatkowo uwzledniono fakt, ze gospodar-
stwa domowe celowo zanizaja te pozycje, por. GUS (2003b). Jako zmienna pomocnicza,
ze wzgledu na silne skorelowanie, przyjeto dochdd gospodarstw domowych ogdtem.

Na potrzeby badania wykorzystano trzy typy estymatorow wartosci globalnej: es-
tymator bezposredni (por. wzér 2.3), estymator kalibracyjny ze znanym wektorem
X oszacowanych wartosci globalnych zmiennych pomocniczych (por. wzor 2.34) oraz
estymator syntetyczny ilorazowy (por. wzér 5.1). W pierwszej kolejnosci oszacowano
warto$ci globalne analizowanych wydatkow. Nastepnie, w oparciu o informacje po-
chodzace z NSP’2002 o liczbie gospodarstw domowych dla poszczegdlnych powiatow,
dokonano oszacowania $rednich wydatkow przypadajacych na gospodarstwo domowe.
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Informacje te wykorzystano rowniez celem zapewnienia sumowalnosci wag kalibracyj-
nych do liczby gospodarstw domowych w odpowiednich powiatach.

Wybér estymatora kalibracyjnego Y)v( podyktowany byl brakiem informacji o war-
tosci globalnej dochodéw wszystkich gospodarstw domowych z danego powiatu. Wybor
estymatora bezposredniego i syntetyczno ilorazowego wynikat natomiast z koniecznosci
porownania uzyskanych wynikow dla analizowanych grup wydatkow.

W podejsciu zaprezentowanym w pracy, celem wyznaczenia ocen syntetycznego
estymatora ilorazowego, potaczono podobne domeny (powiaty wojewodztwa wielkopol-
skiego) w wieksze obszary (skupiska). W estymacji syntetycznej przyjmuje sie bowiem
zalozenie, ze maty obszar (domena) jest podobny do wiekszego obszaru — zazwyczaj za-
wierajacego w sobie ten pierwszy. Takie zatozenie pozwala na podziat oszacowanej war-
tosci globalnej dla obszaru wiekszego na czesci odpowiadajace poszczegdlnym matym
obszarom (domenom), por. G. Dehnel (2003), E. Gotata (2004). Poniewaz zatozenia
estymacji syntetycznej sa czesto w praktyce niemozliwe do zrealizowania, stosownym
wydaje sie taczenie podobnych powiatow w grupy, co moze pozwoli¢ uniknaé sztywnych
zatozen o identycznej relacji pomiedzy zmienng szacowang Y, a zmienng pomocniczg
X. Na potrzeby pracy, korzystajac z hierarchicznej metody Warda, dokonano typizacji
powiatow ze wzgledu na sytuacje panujaca na rynku pracy, gdyz ma ona wptyw na
strukture wydatkéw i dochodéw gospodarstw domowych. Jako zmienne diagnostyczne
opisujace rynek pracy w powiatach w 2002 roku przyjeto, por. A. Witkowska, M.
Witkowski (2006):

e udzial procentowy zatrudnionych w sektorze prywatnym w liczbie zatrudnionych
ogbtem — (stymulanta),
przecietne miesieczne wynagrodzenie (brutto) — (stymulanta),
udzial procentowy bezrobotnych do 25 roku zycia w ogolnej liczbie bezrobotnych
— (destymulanta),

e udzial procentowy dtugotrwale bezrobotnych w ogélnej liczbie bezrobotnych — (de-
stymulanta),

e udzial procentowy bezrobotnych bez stazu lub ze stazem do 1 roku w ogélnej liczbie
bezrobotnych — (destymulanta),

e udzial procentowy bezrobotnych z wyksztatceniem wyzszym w ogolnej liczbie bez-
robotnych — (destymulanta).

Ocene estymatora syntetycznego ilorazowego wartosci globalnej wyznaczono ze

Wwzoru:
Zdﬂi Z diy;
}/}synd _ 1€d €Sk ’ (51)
’ d@l'z

gdzie x; oznacza wartos¢ zmiennej pomocniczej dla ¢ — tej jednostki badania, d —
domene (maly obszar), a Sk skupisko obejmujace podobne domeny ze wzgledu na
analizowany zestaw cech.

W wyniku zastosowania hierarchicznej metody Warda, wyodrebniono trzy skupiska
zawierajace powiaty o podobnej sytuacji panujacej na rynku pracy w wojewodztwie
wielkopolskim w 2002 roku, por. rysunek 5.3.
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wagrowiecki

czarnkowsko-trzcianecki

szamotulskij .

koninski

kolski

kosciariskif Sl sremskil

ostrowski

Rysunek. 5.3. Powiaty podobne pod wzgledem sytuacji panujacej na rynku pracy w wojewddztwie wielkopolskim
w 2002r.

7rédto: Opracowanie wlasne

Pierwsze skupisko obejmuje powiaty, gdzie sytuacja na rynku pracy byta najko-
rzystniejsza. Oprocz powiatu poznanskiego w jego sktad weszly miasta na prawach
powiatu tj. Kalisz, Leszno, Konin i Poznan. Drugie skupisko obejmowalo w zasadzie
powiaty lezace w potudniowej i poludniowo-zachodniej czesci wojewddztwa wielko-
polskiego — w sumie 12 powiatéw. Ostanie — trzecie skupisko — tworzylty powiaty
o najtrudniejszej sytuacji na rynku pracy. Generalnie, swoim zasiegiem obejmowalo
ono powiaty wschodniej i pétnocnej czesci wojewddztwa (tacznie 18 powiatow).

Na rysunkach 5.4 i 5.5 zestawiono wyniki estymacji wydatkéow gospodarstw do-
mowych na napoje alkoholowe, wyroby tytoniowe i narkotyki w przekroju powiatéw
wojewodztwa wielkopolskiego w 2002 roku*?. Wystepujace tutaj braki odpowiedzi,
charakteryzowaly sie znaczng dyspersja: od 12,5% w nowotomyskim i leszczyniskim do

42 W 2002 roku w badaniu budzetéw gospodarstw domowych nie zostalo wylosowane do préby
zadne gospodarstwo z trzech powiatow: kaliskiego, wolsztynskiego i Konina. Powiaty te zaznaczono na
wykresach mapowych szarym kolorem. Powiaty na wykresach 5.5, 5.7, 5.10 oraz 5.13 uporzadkowano
wedlug rosnacych wartosci frakcji brakéw odpowiedzi.
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Frakcja brakéw odpowiedzi
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Rysunek. 5.4. Frakcja brakéw odpowiedzi i oszacowania §rednich wydatkéw na napoje alkoholowe, wyroby tytoniowe
i narkotyki (w PLN) gospodarstw domowych z wykorzystaniem estymatora bezposredniego, kalibracyjnego i syntetycz-
nego ilorazowego w przekroju powiatéw wojewédztwa wielkopolskiego w 2002r.

Zrédlo: Opracowanie wlasne
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5.2. Empiryczna ocena estymatoréw kalibracyjnych Srednich wydatkéw gospodarstw domowych

50% brakéw odpowiedzi w powiecie ostrzeszowskim. Pod wzgledem braku odpowiedzi
nie wida¢ jednak wigkszych réznic miedzy poszczegdlnymi czesciami Wielkopolski. Za-
sadniczo nie réznicuje powiatéw ani wielko$é¢ powiatéw, ani ich charakter, ani historia
(zabor pruski, zabor rosyjski).

Oproécz frakeji brakow odpowiedzi, rysunek 5.4 przedstawia natezenie wydatkéw na
napoje alkoholowe, wyroby tytoniowe i narkotyki w PLN. Jedli zaufa¢ szacunkom na
podstawie estymatora kalibracyjnego, to najwiecej sie wydaje na ten rodzaj débr w po-
wiecie gostynskim i miedzychodzkim — ponad 200 zt, najmniej w powiecie koscianskim,
rawickim i chodzieskim — ponizej 65 zt.

Estymator kalibracyjny znacznie pogtebia réznice miedzy powiatami, por. rysunek
5.4. Tylko w nielicznych powiatach estymator kalibracyjny pokazuje takie same lub
zblizone oceny do estymatora bezposredniego i syntetycznego.

Na rysunku 5.5 rzuca sie w oczy dos¢ duza zbieznos¢ ocen estymatora syntetycz-
nego i bezposredniego. Oceny estymatora kalibracyjnego znacznie od nich odbiegaja.
Dla wielu powiatéw (gniezniefiskiego, gostyniskiego, jarocinskiego, konifiskiego, Leszna,
miedzychodzkiego, stupeckiego i wrzesinskiego) ocena estymatora kalibracyjnego wy-
datkow na alkohol, wyroby tytoniowe i narkotyki, jest znacznie wyzsza od szacunkéw
uzyskanych z wykorzystaniem estymatora bezposredniego i syntetycznego.
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Rysunek. 5.5. Poréwnanie ocen estymatora bezposredniego, kalibracyjnego i syntetycznego ilorazowego $rednich wy-
datkéw na napoje alkoholowe, wyroby tytoniowe i narkotyki (w PLN) w przekroju powiatéw wojewddztwa wielkopol-
skiego w 2002r.

Zrédlo: Opracowanie wlasne
Na podstawie tego, co wiadomo z analizy wynikéw badan symulacyjnych z roz-
dziatu czwartego, wiekszym zaufaniem bylibyémy sktoni¢ obdarzy¢ oceny estymatora

kalibracyjnego. Wynika to rowniez z faktu, ze gospodarstwa domowe celowo zani-
zaja wydatki na uzywki, por. GUS (2003b). Przy tym réznice byltyby jeszcze wicksze,
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5.2. Empiryczna ocena estymatoréw kalibracyjnych Srednich wydatkéw gospodarstw domowych

gdyby mozna byto uwzgledni¢ w estymatorze kalibracyjnym réznorodnos$é¢ zachowan
konsumpcyjnych respondentéw i nierespondentéw. Mozna bowiem przypuszczaé, ze
wsroéd nierespondentéw wiecej wydaje sie na napoje alkoholowe, wyroby tytoniowe
i narkotyki.

Druga z analizowanych cech byly wydatki na tacznosé, ktore obejmowaty wydatki
na ustugi pocztowe, sprzet i ustugi telekomunikacyjne.

Wystepujace tutaj braki odpowiedzi, podobnie jak w przypadku wydatkow na al-
kohol, wyroby tytoniowe i narkotyki, charakteryzowaly sie znaczng dyspersjg: od 5,6%
w powiecie gostyniskim do 38% w powiecie szamotulskim. Przestrzenna analiza zrdz-
nicowania brakéw odpowiedzi prowadzi do wniosku, ze nie wystepuja wigksze roznice
miedzy poszczegdlnymi rejonami Wielkopolski, por. rysunek 5.6. Mozna jednak zauwa-
zy¢, ze mniejszy odsetek brakéw odpowiedzi wydatkow na taczno$é jest dostrzegalny
w miastach na prawach powiatu (Poznan, Kalisz). Podobnie jak dla wydatkéw na
uzywki, bardzo duzg frakcje brakéw odpowiedzi zaobserwowano w powiecie szamo-
tulskim i chodzieskim. Dla wiekszosci jednak powiatow frakcja brakéw odpowiedzi
na tacznos¢ byta na nizszym poziomie, w poréwnaniu z odsetkiem brakéw na na-
poje alkoholowe, wyroby tytoniowe i narkotyki. Zwigzane to byto najprawdopodobniej
z drazliwoscig pytania o wydatki na uzywki.

Rysunek 5.6 przedstawia — oprécz frakcji brakow odpowiedzi — takze natezenie sred-
nich wydatkéw gospodarstw domowych na taczno$¢ (w PLN) w przekroju powiatéw
wojewodztwa wielkopolskiego. Wedtug ocen jakie daje estymator kalibracyjny najwie-
cej wydaje sie na tacznos¢ w Lesznie i Poznaniu oraz w powiatach: obornickim, poznan-
skim, gnieZnienskim, nowotomyskim, grodziskim, gostynskim, pleszewskim, koninskim
oraz kolskim. Znaczace réznice miedzy oceng estymatora kalibracyjnego a bezposred-
niego i syntetycznego mozna przede wszystkim zaobserwowa¢ w powiatach, w ktorych
frakcja brakéw odpowiedzi byta na stosunkowo wysokim poziomie. Dotyczy to zwtasz-
cza powiatow: szamotulskiego, kolskiego, Leszna, koninskiego oraz jarocinskiego.

Estymator kalibracyjny pogtebia réznice miedzy powiatami. Nie jest to jednak juz
tak wyrazne dla wydatkow na tacznosé, jak w przypadku wydatkoéw na alkohol, wyroby
tytoniowe i narkotyki.

Na rysunku 5.7 mozna zauwazy¢, ze wystepuje znaczna zbieznos¢ ocen estymatora
syntetycznego, bezposredniego i kalibracyjnego dla wielu powiatow (Kalisz, stupecki,
poznanski, wagrowiecki, ztotowski, wrzesinski, miedzychodzki, ostrowski, chodzieski,
krotoszyniski oraz kepinski). Istniejg jednak powiaty, dla ktérych ocena estymatora kali-
bracyjnego wydatkow na tacznos¢ jest znacznie wyzsza od szacunkéw uzyskanych z wy-
korzystaniem estymatora bezposredniego i syntetycznego. Dotyczy to przede wszyst-
kim powiatow: gnieznienskiego, koninskiego, pleszewskiego, gostynskiego, ostrzeszow-
skiego, pilskiego, Leszna oraz Poznania. Wyjatek stanowi powiat sredzki, dla ktérego
ocena estymatora kalibracyjnego wydatkéw na tacznosé — jest znacznie nizsza od ocen
estymatora bezposredniego i syntetycznego. Wynikaé¢ to moze z faktu, ze dla tego
powiatu niektore wagi kalibracyjne byty bardzo male w stosunku do wyjsciowych wag
wynikajacych ze schematu losowania proby.
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TR

181759%
{33133%]

arocinski
116167,%

brak danych
15,0 1 mniej
15,1-250
25.1-350
35,1 1 wigcej

Estymator kalibracyjny

195.8]

fi2eT]

95,1 fszamotuiski
[poznanski [ 5'5]
§28'0)

koninskif

Estymator bezposredni

czamkowsko-trzcianecki

miedzychodzki 11310]

'szamotulski,
nowotomy kil g 7401 |

- brak danych
I:l 50.0 1 mniej
[ ]501-750
[ ] 751-1000
B 100.1-1250
- 125.1 1 wigeej

970,
Awagrowieck
Li06/0]
miedzychodzki 90.2,
'szamotulski

3 -
93.4) Ipoznanskl
{13613

j139/0]

[
(5210}

el 13974}
Vizesinskigh 00'3]

Nizesiniskiy 9811]
[onin] Cro5Te)

sredzki? 95|

turecki
100}

Fozcly Laliskl

108!9

- brak danych - brak danych
l:l 50,0 1 mniej l:’ 50,0 1 mniej
[ ]s01-750 [ ]501-750
] 751-1000 ] 751-1000
- 100.1-125.0 - 100,1 - 125,0
125.1 1 wigcej 125,11 wigcej
| ecej [ | ccej

Rysunek. 5.6. Frakcja brakéw odpowiedzi i oszacowania $rednich wydatkéw na laczno$é (w PLN) gospodarstw domo-
wych z wykorzystaniem estymatora bezposredniego, kalibracyjnego i syntetycznego ilorazowego w przekroju powiatéw
wojewbdztwa wielkopolskiego w 2002r.

Zrédlo: Opracowanie wlasne
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Rysunek. 5.7. Poréwnanie ocen estymatora bezposredniego, kalibracyjnego i syntetycznego ilorazowego $rednich wy-
datkéw na tacznosé (w PLN) w przekroju powiatéw wojewddztwa wielkopolskiego w 2002r.

Zrédlo: Opracowanie wlasne

5.3. Empiryczna ocena estymatorow kalibracyjnych mediany
wydatkéow gospodarstw domowych

Glownym celem przeprowadzonych analiz, w ramach tego podrozdziatu, byto osza-
cowanie mediany wydatkow gospodarstw domowych na niektore kategorie towardw
i ustug konsumpcyjnych w przekroju powiatéow wojewodztwa wielkopolskiego. Jako
zmienne badane przyjeto wydatki gospodarstw domowych na energie elektryczng oraz
wydatki na makaron. Podobnie jak w przypadku wydatkow, dla ktorych szacowano
srednig, ich wybor wynikat z faktu, ze braki odpowiedzi charakteryzowaly sie znaczna
dyspersja i dla wielu powiatéw wystepowaly na duza skale. Jako zmienng pomocni-
cza, ze wzgledu na silne skorelowanie, przyjeto takze dochod gospodarstw domowych
ogotem.

Na potrzeby badania wykorzystano dwa rodzaje estymatorow mediany: bezpo-
sredni (por. wzér 3.83) oraz kalibracyjny ze znanym wektorem Qg o5 (por. wzér 3.85).
Wybor estymatora kalibracyjnego mediany podyktowany byt tym, ze nieznane byty
mediany dochodéw gospodarstw domowych z poszczegdlnych powiatéw (na poziomie
populacji). Dlatego dokonano ich oszacowania z wykorzystaniem estymatora bezpo-
sredniego w oparciu o informacje pochodzace z badania budzetéow gospodarstw domo-
wych. W zwigzku z tym, jedyna sktadows wektora Qm70.5 byta oszacowana na podstawie
proby mediana dochodéw gospodarstw domowych. Wybor estymatora bezposredniego
wynikal natomiast z potrzeby poréwnania uzyskanych wynikow dla analizowanych
grup wydatkow.

W badaniu wykorzystano takze informacje pochodzace z NSP’2002 o liczbie gospo-
darstw domowych w powiatach wojewodztwa wielkopolskiego. Dzicki temu spetnione
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zostato rownanie kalibracyjne zaktadajace, ze wagi kalibracyjne sumuja sie do liczeb-
nosci populacji, patrz rozdziat 3, wzor 3.87.

Na rysunku 5.8 przedstawione zostaly informacje na temat frakcji brakéow odpo-
wiedzi na energie elektryczng w przekroju powiatéw wojewodztwa wielkopolskiego
w 2002 roku. Frakcja ta wahata sie od 6% w przypadku powiatu jarocinskiego do
65% dla powiatu krotoszynskiego. Z wylaczeniem jednak powiatu jarocinskiego, ktory
stanowil wyjatek, frakcja ta przekraczala zazwyczaj 20%, a dla wielu powiatéw na-
wet 50% (czarnkowsko-trzcianecki, koscianski, krotoszynski, ostrowski i ostrzeszowski).
Pod wzgledem brakéow odpowiedzi, takze dla wydatkow na energie elektryczna, nie
wida¢ wiekszych réznic miedzy poszczegdlnymi czesciami Wielkopolski.
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Rysunek. 5.8. Frakcja brakéw odpowiedzi wydatkéow na energie elektryczng w przekroju powiatéw wojewddztwa
wielkopolskiego w 2002r.

Zrédio: Opracowanie wlasne

Rysunek 5.9 przedstawia ocene estymatora kalibracyjnego i bezposredniego me-
diany wydatkéw gospodarstw domowych na energie elektryczna (w PLN) w przekroju
powiatow wojewddztwa wielkopolskiego. Gdyby za podstawe wycigganych wnioskdéw
przyja¢ mediane oszacowang w oparciu o estymator kalibracyjny, to najwieksza war-
to$¢é przyjmuje ona w powiecie Sredzkim i Kaliszu. Oznacza to, ze 50% gospodarstw
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domowych w tych powiatach wydaje na energie elektryczna ponad 260 zt i 286 zt od-
powiednio. Najmniejszg wartos¢ mediana przyjmuje z kolei w powiecie nowotomyskim,
7z czego wynika, ze 50% gospodarstw domowych ma wydatki na energie elektryczna
nie wieksze niz okoto 33 zt.
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Rysunek. 5.9. Mediana wydatkéw na energie elektrycznag w przekroju powiatéw wojewddztwa wielkopolskiego w 2002r.

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Jak pokazuje rysunek 5.10 estymator kalibracyjny mediany poglebia réznice miedzy
powiatami — cho¢ dla kilku z nich daje zblizone oceny do estymatora bezposredniego
(chodzieski, koninski, krotoszynski, miedzychodzki, pilski, sremski, wrzesinski i Po-
znan). Estymator kalibracyjny w swych ocenach znacznie odbiega od ocen estymatora
bezposredniego przede wszystkim dla powiatéw, w ktérych frakcja brakow odpowie-
dzi jest stosunkowo duza (Sredzki, Kalisz, ostrowski). Dla powiatéw, gdzie frakcja
brakow odpowiedzi byta stosunkowo nizsza, oceny wydatkow na energie elektryczng
uzyskane w oparciu o estymator kalibracyjny i Horvitza-Thompsona — byty zblizone
(z wyjatkiem nowotomyskiego). Réznica dla tego powiatu wynikalta najprawdopodob-
niej z faktu, ze niektore z uzyskanych dla niego wag kalibracyjnych byty bardzo mate
w stosunku do wyjsciowych wag wynikajacych ze schematu losowania proby.
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Rysunek. 5.10. Poréwnanie ocen estymatora bezposredniego i kalibracyjnego mediany wydatkéow na energie elek-
tryczng w przekroju powiatéow wojewddztwa wielkopolskiego w 2002r.

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Druga z analizowanych cech byly wydatki na makaron stanowiace jedna z wielu
pozycji wydatkéw gospodarstw domowych na zywnos¢é.

Wystepujace tutaj braki odpowiedzi, podobnie jak w przypadku wydatkéw na ener-
gie elektryczng, charakteryzowaly sie znaczng dyspersja: od 2% w powiecie ostrzeszow-
skim do 39% w powiecie pilskim, por. rysunek 5.11. Dla wickszosci jednak powiatow,
frakcja brakéw odpowiedzi na makaron, byta na nizszym poziomie w poréwnaniu z od-
setkiem brakow na energie elektryczna. Jedynie w przypadku powiatow: ztotowskiego,
pilskiego, czarnkowsko-trzcianeckiego, wrzesinskiego, sredzkiego oraz Poznania braki
odpowiedzi przekraczaly 30%. Dla znacznej liczby powiatéow frakcja brakéw odpo-
wiedzi wydatkéw na makaron nie przekraczalta jednak 20%. Dotyczyto to w zasadzie
powiatéw zlokalizowanych w potudniowej czesci wojewddztwa wielkopolskiego (kepin-
ski, ostrzeszowski, ostrowski, pleszewski, jarocinski, rawicki, koscianski, leszczynski
i Leszno).

Przyjmujac za podstawe wycigganych wnioskéw median¢ wydatkow na makaron,
oszacowang w oparciu o estymator kalibracyjny, mozna zauwazy¢, ze najwickszg war-
tos¢ przyjmuje ona w powiecie poznanskim, ostrzeszowskim i ostrowskim.

Najmniejsza warto$¢ mediana przyjmuje z kolei w powiecie gnieznienskim i go-
stynskim. Jak pokazuje rysunek 5.12 dla wielu powiatéw wystepuja znaczne roznice
w ocenach uzyskanych za pomocg obydwu analizowanych estymatorow. Jest to zwtasz-
cza widoczne na rysunku 5.13.

Estymator kalibracyjny mediany pogtebia réznice miedzy powiatami. Tylko dla
kilku powiatéow oceny estymatoréow sa zbiezne. Dotyczy to w zasadzie powiatéw: gro-
dziskiego, koscianskiego, krotoszynskiego, leszczynskiego, stupeckiego, sremskiego oraz
wagrowieckiego. W przypadku powiatow: koninskiego, miedzychodzkiego, nowotomy-
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skiego w 2002r.

Zrédlo: Opracowanie wlasne

skiego, ostrowskiego, ostrzeszowskiego, pilskiego, poznanskiego, szamotulskiego, $redz-
kiego, wrzesinskiego i ztotowskiego oceny estymatora kalibracyjnego mediany wydat-
kéw na makaron znacznie przewyzszajg oszacowania, jakie daje estymator bezposredni.
Jest to zauwazalne przede wszystkim dla powiatu ostrowskiego, gdzie réznica ocen
obydwu estymatoréw mediany wynosi ponad 8 zt. W niektérych powiatach mozna
zaobserwowac¢ odwrotng sytuacje. Odnosi sie to do powiatéw: gnieznienskiego, gostyn-
skiego, kepinskiego, kolskiego, obornickiego oraz tureckiego, dla ktérych ocena estyma-
tora bezposredniego mediany wydatkéw na makaron jest wyzsza od oceny estymatora
kalibracyjnego. W odniesieniu do wydatkéw na makaron znaczne réznice mozna zaob-
serwowac zarowno w sytuacji, gdy frakcja brakéw odpowiedzi byta na niskim poziomie
(powiat ostrowski — 11%) jak i wtedy, gdy byta ona wysoka (powiat wrzesinski — 33%).

Opierajac si¢ na wynikach badan symulacyjnych rozdzialu czwartego, wickszym
zaufaniem bylibysmy sktonni obdarzy¢ oceny estymatora kalibracyjnego — zaréwno
w przypadku wydatkow na energie elektryczna jak i na makaron. Estymator kalibra-
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5.4. Whnioski

cyjny mediany charakteryzowal sie bowiem mniejszym obcigzeniem od estymatora
bezposredniego we wszystkich rozwazanych sytuacjach, tj. gdy frakcja brakéw odpo-
wiedzi byta mata jak i duza.

5.4. Wnioski

Wykonana empiryczna weryfikacja przydatnosci estymatoréw kalibracyjnych w tym
rozdziale, jest pierwszym ich zastosowaniem w badaniu budzetéw gospodarstw do-
mowych w przekroju powiatowym. Estymator kalibracyjny wydaje si¢ przedstawiaé
bardziej przekonywujaco réoznice miedzy powiatami wojewddztwa wielkopolskiego pod
wzgledem badanych cech. Tradycyjne estymatory klasy SMO zazwyczaj niweluja réz-
nice miedzy matymi obszarami. Estymator kalibracyjny te roznice uwypukla. Bardziej
pogtebiona analiza poszczegdlnych powiatow, wydaje sie wskazywac, ze estymatory
kalibracyjne lepiej opisuja rzeczywistos¢. Przy ostatecznej ocenie naszych wynikéw
nalezy mie¢ jednak na uwadze, ze wyniki estymacji moga ulec zmianie. Poglebiajac
problem oceny jako$ci estymatorow kalibracyjnych, analiza taksonometryczna mogtaby
z powodzeniem spelniaé role kontrolng w stosunku do wynikéw estymacji posredniej,
a w szczegolnosci z uwzglednieniem brakéw odpowiedzi.
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Praca nawiazuje do dynamicznie rozwijajacej si¢ na Swiecie metody kalibracji,
poswieconej estymacji w badaniach statystycznych z brakami odpowiedzi i innymi
bledami nielosowymi. Prezentowane podejscie jest pierwsza w Polsce proba komplek-
sowego przedstawienia estymatoréw kalibracyjnych, ktére nie sa u nas powszechnie
znane i wykorzystywane.

Kalibracja wydaje sie zadowalajacym rozwiazaniem na braki odpowiedzi w bada-
niach spoteczno-ekonomicznych. Szczegdlnie obiecujaco wygladaja szacunki wydatkow
w budzetach gospodarstw domowych, obarczonych znacznymi btedami systematycz-
nymi. To, co pokazuja estymatory kalibracyjne, jest bardziej logiczne i lepiej odpowiada
naszemu stanowi wiedzy niz obraz po estymacji bezposredniej, por. na przyktad ry-
sunek 5.4. Merytoryczna ocena uzyskanych wynikow wybranych kategorii wydatkow
z badania budzetéw gospodarstw domowych, pozwolita sformutowaé¢ wniosek, ze esty-
matory kalibracyjne daja bardziej przekonywujace i zréznicowane oszacowania para-
metréw, w przeciwienstwie do estymatoréw bezposrednich, ktore te réznice niwelowatly.

Dodatkowym argumentem przemawiajacym na korzys$é podejécia kalibracyjnego sg
wyniki badan symulacyjnych w sytuacjach, gdy braki odpowiedzi nie maja charakteru
losowego. Jest to rowniez zauwazalne w badaniu budzetéw gospodarstw domowych,
w ktorym zazwyczaj uchylajg sie od udzielania odpowiedzi gospodarstwa o najniz-
szych badZ najwyzszych wartosciach analizowanych cech (na przyktad wydatki na
alkohol i inne uzywki). Mechanizm powstawania brakéw odpowiedzi nie ma zatem
charakteru losowego. W swietle uzyskanych wynikéow badan symulacyjnych, estyma-
tory kalibracyjne sa lepsze od estymatorow tradycyjnych, gdyz redukuja obciazenie
i poprawiaja precyzje szacunkéw. Nawet w przypadku niewielkich brakéw odpowie-
dzi, obcigzenie estymatorow kalibracyjnych jest od dwoch do czterech razy mniejsze
niz estymatora bezposredniego, por. tabela 4.2. Zawarte wyniki badan wskazuja po-
nadto, ze procedura estymacji ma wplyw na szacunek danego parametru. Symula-
cje, oparte na dwoch zbiorach danych: rzeczywistych i wygenerowanych z rozktadu
logarytmiczno-normalnego, pozwolity na sformutowanie wniosku, ze na poprawe pre-
cyzji szacunku wplywa uwzglednienie wartosci cech dodatkowych silnie skorelowanych
z cecha badana oraz zastosowanie technik bardziej zlozonych, takich jak estymatory
kalibracyjne regresyjne czy uogoélnione estymatory kalibracyjne kwantyla rzedu a.

Wyniki przeprowadzonych badan i symulacji umozliwity sformutowanie wnioskow
ogoblniejszej natury, a mianowicie:
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e W przypadku istnienia brakéw odpowiedzi, wszystkie estymatory sa obcigzone —
w znacznie mniejszym jednak stopniu odnosi si¢ to do estymatoréw kalibracyjnych
niz bezposrednich. Dotyczyto to réwniez sytuacji, gdy nalezato zastapi¢ wartosé
globalng badz odpowiedni kwantyl zmiennych pomocniczych na poziomie catej po-
pulacji, ocena odpowiedniego estymatora z uwzglednieniem danych z proby.

e Estymatory bezposrednie charakteryzuja sie wickszg wariancja i wzglednym bte-
dem szacunku od kalibracyjnych.

Nalezy zatem przypuszczaé, ze oméwione w rozprawie podejscie kalibracyjne znaj-
dzie w warunkach polskich szersze zastosowanie. Bedzie to szczegdlnie wazne w kon-
tekscie prac prowadzonych przez Gtowny Urzad Statystyczny, a takze ze wzgledu na
rosnacy popyt na wiarygodng informacje na niskich poziomach agregacji przestrzenne;j.

Wazna czesé rozprawy stanowily réwniez teoretyczne rozwazania nad podejsciem
kalibracyjnym w estymacji statystycznej. Jest to pierwsza tego typu praca w Polsce,
w ktorej w kompleksowy sposéb udowodniliSmy twierdzenia o wagach oraz podsta-
wowe wtasnosci estymatoréw kalibracyjnych. Zaproponowaliémy wtlasne estymatory
kalibracyjne kwantyli dokonujac uogélnienia na przypadek, gdy dla kazdej zmiennej
pomocniczej dysponujemy wiecej anizeli jednym kwantylem. Uwzglednilismy przy tym,
ze w badaniu wystepujg braki odpowiedzi. Jak pokazaty wyniki symulacji, wtaczenie
dodatkowych informacji moze w znaczacy sposob ograniczy¢ obcigzenie i wariancje
estymatorow. Zwazywszy na fakt, ze w niektorych badaniach szacuje sie kwantyle jako
podstawowe miary zréznicowania, zaprezentowana autorska metodologia wyznaczania
kwantyli w badaniach z brakami odpowiedzi, moze stanowi¢ interesujaca propozycje
ich pdzniejszego stosowania w praktyce.

Wsrod waznych zagadnien, wymagajacych uwagi w najblizszym czasie w kontek-
Scie rozwazanego w pracy podejscia kalibracyjnego, wskaza¢ mozna kilka istotnych
problemow:

1. Konieczno$é¢ wlaczenia w badaniach z brakami odpowiedzi podej$cia modelowego.
Rozwazane w pracy estymatory kalibracyjne abstrahuja od modelu opisujacego
zaleznos¢ pomiedzy zmienng y, a zmiennymi pomocniczymi zy, . .., xx. Wydaje sig,
ze uwzglednienie podejscia wspomaganego modelem, z jednoczesnym speklieniem
odpowiednich rownan kalibracyjnych, moze poprawi¢ proces estymacji i prowadzic¢
do uzyskania bardziej przekonywujacych wynikow, por. C. Cassel, P. Lundquist, J.
Selén (2002).

2. Poglebienie badan nad estymatorami kalibracyjnymi, w ktorych konstrukeji wy-
korzysta¢ mozna inne, anizeli rozwazane w pracy, funkcje odlegtosci oraz proby
porownania ich wtasnosci, zarowno od strony teoretycznej jak i empirycznej. Do-
tyczy¢ to moze w szczegdlnoscei estymatorow, dla ktorych wagi kalibracyjne mozna
wyznaczaé w oparciu o funkcje G, ktorych przeglad zamieszczono w rozdziale pierw-
SZym rozprawy.

3. Pogtebienie badan nad odpornymi estymatorami kalibracyjnymi, ktore uwzgled-
nienia¢ beda nie tylko fakt wystepowania w probie brakéw odpowiedzi, ale rowniez
niwelowa¢ beda ujemny wplyw wartosci odstajacych na jakos¢ wynikéw. Do tej
pory, w ramach podejscia kalibracyjnego, nie stosowano na szersza skale metod
odpornych, ktore réznicowatyby dodatkowo wagi poprzez ich odpowiednie wyka-
librowanie w odniesieniu do jednostek, dla ktérych zaobserowowano wartosci eks-
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tremalne, por. P. Duchesne (1999). Odporne estymatory kalibracyjne stanowityby
zatem swego rodzaju remedium na wspotwystepujacy w wielu badaniach staty-
stycznych problem brakéw odpowiedzi i wartosci odstajacych.

4. Koniecznos¢ integracji réznych zbioréow danych, w kontekscie wykorzystania zmien-
nych pomocniczych z alternatywnych wzgledem badania budzetéw gospodarstw
domowych, zZrodet informacji. W przypadku szacowania parametréw opisujacych
wydatki gospodarstw domowych na rézne artykuty i dobra konsumpcyjne oprocz
informacji zawartych w samym badaniu budzetéw gospodarstw domowych, szcze-
gblnie waznym zrodtem zmiennych pomocniczych mogtby by¢, na przyktad rejestr
podatnikéw, ptatnikéw i innych podmiotéw oraz dokumentéow ,POLTAX” | a takze
baza danych o podatnikach podatku dochodowego od 0s6b fizycznych (PIT). Pelne
wykorzystanie informacji pomocniczych, zawartych w tych zrodtach, mogtoby do-
datkowo poprawié¢ proces estymacji oraz uwiarygodni¢ wyniki badan z budzetow
gospodarstw domowych.

5. Zastosowanie estymatorow kalibracyjnych w innych, anizeli badanie budzetéow go-
spodarstw domowych, badaniach prowadzonych przez Gtéwny Urzad Statystyczny.
W zasadzie moze to dotyczy¢ wszystkich badan prowadzonych metoda reprezen-
tacyjna, gdyz braki odpowiedzi sg permanentng czescig kazdego z nich. Wsrod
badan, w odniesieniu do ktérych w pierwszej kolejnosci warto bytoby zastosowaé
podejscie kalibracyjne, nalezy zaliczy¢: badanie aktywnosci ekonomicznej ludnosci
oraz badania towarzyszace spisom powszechnym, na przyktad badanie dzietnosci.

Na koniec nalezy podkresli¢, ze praca ma charakter metodologiczno—poznawczy,
przy czym wigkszy akcent potozono na metody konstrukcji estymatoréw kalibracyij-
nych. Préba zastosowania kalibracji byta egzemplifikacja omawianych metod niz za-
sadniczg kompleksowa oceng wydatkéw na okreslone kategorie dobr i ustug w przekroju
powiatéw wojewodztwa wielkopolskiego. Watek poznawczy zostat swiadomie zreduko-
wany do empirycznej weryfikacji wybranych metod z zakresu podejscia kalibracyjnego
w badaniach statystycznych z brakami odpowiedzi.

Dokonujac podsumowania prowadzonych w pracy rozwazan mozna stwierdzié, ze
kalibracja jako metoda estymacji bedzie odgrywa¢ w polskiej praktyce badan staty-
stycznych coraz wieksza role. Wynika to z dwéch zasadniczych powodéw. Po pierwsze,
wiele badan prowadzonych przez Gtéwny Urzad Statystyczny jest obarczonych btedami
nielosowymi w postaci brakéw odpowiedzi. Po drugie, rosngcy popyt na informacje na
niskich poziomach agregacji przestrzennej, takich jak powiaty, gminy, a nawet ich czesci
wymuszaé¢ bedzie od instytucji przeprowadzajacych badanie stosowanie bardziej wy-
rafinowanych metod. Kalibracja jako metodologia estymacji w ujeciu proponowanym
W pracy, ma szanse sprosta¢ temu zapotrzebowaniu.
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W 251-300
W 3,01 wiecej

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

kolski

Estymator kalibracyjny regresyjny

Zlotowski
1.2

chodzieski?

czarkowsko-trzcianecki
dwagrowiecki

kolski
1.2

%\Ijs\zczyn’sk’l
22

1o

13

Rysunek. A.3. Warto$é oczekiwana obciazenia estymatoréw $redniej powierzchni mieszkan (w m?) w przekroju po-
wiatéw wojewddztwa wielkopolskiego — wariant 1, préba 1%, frakcja brakéw danych 10%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

Zotowski
87

Chodzieski
czamkowsko-trzcianecki A

Zlotowski
8.5

czarnkowsko-trzcianecki

Koniriski

Koninski

410!
B

B

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X Estymator kalibracyjny regresyjny

Zlotowski
24
chodzieski
czarmkowsko-trzcianecki czarmkowsko-trzcianecki 44
35 Jwagrowiecki

34
obornicki

migdzychodzkin

gnieznieriski

poznanski 13

koninski

nowotomyski

Koniriski
47 stupecki. 28
; wrzesinski, 6.1 Konin Kolski
grodaiski sredzi® 4.0 98 25
1D : 60
wolsztynski koscianski_ sremski
8 ) jarocinski
gjs\zczyhski | >
- pleszewski | .
7\71“'353“ kash:kl & Lezho  (gostynsii " ag kaﬁ";“‘
28 Kalisz 24 58 Kaljéz
415 112
45/ ostrowski
16
ostrzeszowski
56
[ 50imnig epinisid
[0 51-100 56
W 101-150

W 15,1 wiecej

Rysunek. A.4. Wariancja estymatoréw $redniej powierzchni mieszkan w przekroju powiatéow wojewddztwa wielkopol-
skiego — wariant 1, préba 1%, frakcja brakéw danych 10%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona

Zlotowski
40

czarmkowsko-trzcianecki as

wagrowiecki

koninski
3.0,

472]

nowotomyski Koniriski

1,9,

Konin
grodziski o
33
wolsztyreki Kosciansii_sremski
e
<L\Ie/\szczyr\sk\
2 pleszewski oo

rawicki
3.2

[ 20i mniej
[0 21-40
W 41-60
W 61iwiecej

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

Zotowski
40

czarmkowsko-trzcianecki a6

a8

kolski

G

Estymator kalibracyjny regresyjny

czarmnkowsko-trzcianecki

dwagrowiecki

gnieznieriski
1.8

nvwo;o;nyski o ko:\r;ski
3 wrzesinski, 3.1 Konnl Kolski
grodziski sredzkid 2.7 Y 22
., 32
wolsztynski kosciartski_ sremski
24 29
28 Tarocinski
&ljs\zczynski 25
29 pleszewski  qjigy
Y LeSno  (gostyriski 2, \ a0
23 281 Pl roszyriskie Kalisz]
rawicki 25 ostrowski
29 16
ostrzeszowski
26
kepinski
27

Rysunek. A.5. Wzgledny blad szacunku estymatoréw $redniej powierzchni mieszkan (w %) w przekroju powiatéw
wojewbdztwa wielkopolskiego — wariant 1, préba 1%, frakcja brakéw danych 10%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badani symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

Zotowski
63,3

Zlotowski
67.8

chodzieski)
czarnkowsko-trzcianecki czarnkowsko-trzcianecki

gnieznienski
57.7

poznariski

Koninski

grodziski
77.8

rawicki
71.0

rawicki
76.0

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X Estymator kalibracyjny regresyjny

Zlotowski

Zotowski
68,0 67.6

chodzieski)

migdzychodzkis
gnieznieriski

62,0

poznanski

kolski
66.8

kolski
66.6

turecki

[ 70,0 i mniej
[ 70,1-80,0
W 80,0-90,0
W 90,1 wiecej

Rysunek. A.6. Warto$é¢ oczekiwana estymatoréw $redniej powierzchni mieszkaii (w m?) w przekroju powiatéw woje-
woédztwa wielkopolskiego — wariant 3, préba 1%, frakcja brakéw danych 10%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

{zlotowskil
[5'9]

§10'4]

fpiski]
5]

Wagrowiecki

o'c]

Estymator kalibracyjny regresyjny

{pilskil
(ot

072
o]
miedzychodzki
(671)

miedzychodzki 7.0} p
[oznariskiENC 2]
REEd g8
coninski @8 Koninski

ar
rzesinki O 6}
[sredzki BIET (67c)

(o7}
Kolski
&t @p @9 @
{<remskil -
G
&8 g
T

[ 2,00 i mniej
[ 2,01-2,50
W 251-300
W 3,01 wiecej

Rysunek. A.7. Warto$é oczekiwana obciazenia estymatoréw $redniej powierzchni mieszkan (w m2) w przekroju po-
wiatéw wojewddztwa wielkopolskiego — wariant 3, préba 1%, frakcja brakéw danych 10%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

Zlotowski
4.8

czarnkowsko-trzcianecki czarnkowsko-trzcianecki

Koniriski

kolski

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X Estymator kalibracyjny regresyjny

Zotowski
20

czamkowsko-trzcianecki czamkowsko-trzcianecki

obornicki
33

migdzychodzKi® p
gnieznieriski

poznanski 09
Poznan

}w@ 11

Koniriski nowotomyski

3.3

grodziski
53

wolsztyriski
45
gjs\zczyr'\ski
8

7
) LeSzho
-

1.7

5,0 i mniej
51-10,0
10,1-15,0
15,1 i wiecej

HECOO

Rysunek. A.8. Wariancja estymatoréw $redniej powierzchni mieszkan w przekroju powiatow wojewddztwa wielkopol-

skiego — wariant 3, préba 1%, frakcja brakéw danych 10%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

czamkowsko-trzcianecki

gnieznieriski

koninski

kolski
33

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X Estymator kalibracyjny regresyjny

Ziotowski
21

czarnkowsko-trzcianecki czarnkowsko-trzcianecki

17 {wagrowiecki 19 wagrowiecki
19
miedzychodzki™ .
A9 oo gnieznieriski gnieznieriski
22 4;»9’\ pomanski 4
o:
"OWOZ‘WSW Lu).‘s\g b2 ol ko:ir’:k\ nvwo;o;nyski e ko;\gski
; - wrzesinski, 2.5 Konin 3 wrzesinski, 2.7 Konn kolski
grodziski sredzki 19 iy grodziski sredzki® 2.1 o4 2.1
. 26 22 . 2.8
wolsZtyRSKi, kosciansKi_sremski Wolsztyreki kosciariski, sremski
- 2,0 26 A
farociniski Jarociiski
5 leszozyniski 20 8
pleszewski sk 33 pleszewski gl
gostyniski 7 P | Leszho _ (ostynsd 20 P
= el )
2 Irotoszyrskis Kaﬂsz 24 PR e KalisZ
T al7 o
rawicki 3~ ostrowski rawicki 4 ostrowski
258 14 29 15
ostrzeszowski ostrzeszowski
2.4 2.5
kepinski ] 2,0 mniej Kepinski
2.7 [ 21-40 29
W 41-60
W 6,1 wiecej

Rysunek. A.9. Wzgledny blad szacunku estymatoréw $redniej powierzchni mieszkan (w %) w przekroju powiatéw
wojew6dztwa wielkopolskiego — wariant 3, préba 1%, frakcja brakéw danych 10%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badani symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona

Zotowski
73.8

czarnkowsko-trzcianecki

kolski
72,9

3110] n
[e770)

93]
Kalis2]

60!3]

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

Zotowski
742

czamkowsko-trzcianecki
L wagrowiecki

obornicki

gnieznieriski

HECOO

70,0 i mniej
70,1-80,0
80,0-90,0
90,1 i wiecej

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

Zlotowski
742

chodzieski)
czarnkowsko-trzcianecki

ostrzeszowski

Estymator kalibracyjny regresyjny

Zlotowski
73.8

migdzychodzkin

kolski
73.0

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych

Rysunek. A.10. Warto$é oczekiwana estymatoréw $redniej powierzchni mieszkaii (w m?) w przekroju powiatéw
wojewbdztwa wielkopolskiego — wariant 1, préba 10%, frakcja brakéw danych 20%
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X
”{M> j\/\“‘/
Zlotowski {» Zlotowski

1,0

09

chodzieski)

czarnkowsko-trzcianecki

kolski
0.7

grodziski Sredzki g 07
14 !
@czynski
12

turecki

&ﬁmynsk’i*
13

2 I aliski

teézr\o Liegm 10N 1o
0z 08 iz
0’6

rawicki

06 12

ostrzeszowski\)) i ostrzeszowski
1 ’“Wm
kepinski [ kepinski
UJ 10
L
Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X Estymator kalibracyjny regresyjny

A \/)
e
Zlotowski

0.5

(\\\ Zotowski
o7

1
gnieznieriski

QIF“\M

gnieznieriski
06

o

poznanski 0.3

koninski koniriski ’\}\S

stupecki

leszezynski C -
9 pleszewski  Kaliski 08 Rleszewski  aliski
| LeSano } Lesano
06 04,

Krotoszyriski®
06,

Krotoszynski
08

ostrowski

ostrowski rawicki

§

QA
. ] 2,00 i mniej }‘{;::\ski
\'a/‘) [0 201-250 . o7 B
W 251-300 O
W 3,01 wiecej

Rysunek. A.11. Warto$é oczekiwana obciazenia estymatoréw $redniej powierzchni mieszkan (w m?) w przekroju
powiatéw wojewddztwa wielkopolskiego — wariant 1, préba 10%, frakcja brakéw danych 20%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X
”{M> L,
Zotowski o Zotowski

0A 11

czarnkowsko-trzcianecki

nowotomyski
12

11
kolski

grodziski
28
wolsztyriski
21 11

leszCzynski—
25

tes??\o
53
0.9

grodziski
26
wolsztyriski
19

leszozynski
2.3

tes??\o
=
e

koscianski_sremski koscianski sremski

rawicki
18

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X Estymator kalibracyjny regresyjny

'\/\/}
e
Ziotowski
03

\‘\ Zlotowski

czamkowsko-trzcianecki

§

koninski

koninski 3\}\5

0.2

kolski 05

turecki

ostrowski
03

rawicki

08
e

Lv\ oslrzeszuwsk\\J
0, 7%/]
kepinskiL. [ 50imnig ?“kgpmski
\,8/) [0 51-100 \w0.7)
W 10,1-150 LA

W 15,1 wiecej

Rysunek. A.12. Wariancja estymatoréw sredniej powierzchni mieszkan w przekroju powiatéw wojewddztwa wielko-
polskiego — wariant 1, préba 10%, frakcja brakéw danych 20%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

”{M> L,
Zotowski e

Zlotowski
14

pilski
09

czarmkowsko-trzcianecki

miedzychodzkiZs miedzychodzki® f”\\L
gnieznieriski
1.0

szamotulski~/

poznanski

nowotormyski
14

koninski

nowotomyski
stupecki

kolski
12

grodziski

grodziski
18

: Y i (\v
wolsztynski sci 2
e
4

19

wolsztyski KosciansKi_sremski
{16 13

&l\eﬁczynskr ge/s\zczyr'\ski
16 15 Kaliski
[ g

T

1.3
ostrowski

09 16

{
N, \ﬂ ostrzeszowski
15 14

kepiriski [ kepiriski
i g0

o

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

i Zotowski
09

Estymator kalibracyjny regresyjny

'\/\/}
e
Zlotowski
0.8

czarnkowsko-trzcianecki

wagrowiecki

{:\ miedzychodzki™ 15

gnieznieriski

nowotomyski

nowotomyski

038
kolski

grodziski
12
wolsztyriski

grodziski
1.1

koscianski_sremski

wolsztynski kosciariski_ sremski

turecki

pleszewski sk

Rleszewskii Jjsii

koninski
0.5, I\}\S
0.8

turecki
08
Kalisz

i
06 ){

rawicki : 4
10
e

] 2,0 mniej }‘{;::ski
0 21-40 L os |
W 41-60 LA
W 61iwiecej

Rysunek. A.13. Wzgledny blad szacunku estymatoréw sredniej powierzchni mieszkan (w %) w przekroju powiatéw
wojewbdztwa wielkopolskiego — wariant 1, préba 10%, frakcja brakéw danych 20%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona

(3512]
[a6'3]

25'c]

miedzychodzki
{Szamotuiski}

m‘l Poznan| o
nowotomyskil 70.0
(9173

]

gnieznienski
76.4

(Sredzid]
(s6'c}
{Sremski

wolsztynski

10812)
Kalisz|

190)

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

Zotowski
76,4

czarnkowsko-trzcianecki

L wagrowiecki
obornicki
78,6

gnieznieriski

kolski
763

&
3319

Szewski
s
o
{ostrowskil

[ 70,0 i mniej
[ 70,1-80,0
W 80,0-90,0

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

Zlotowski
76,5

chodzieski)
czarnkowsko-trzcianecki

miedzychodzki

kolski

rawicki

26}

Estymator kalibracyjny regresyjny

Zlotowski
75.0

migdzychodzkin

kolski
7438

W 90,1 wiecej

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych

Rysunek. A.14. Warto$é oczekiwana estymatoréw $redniej powierzchni mieszkaii (w m?) w przekroju powiatéw
wojewbdztwa wielkopolskiego — wariant 2, préba 10%, frakcja brakéw danych 20%
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

28

a7

[ miedzychodzkil il
12'9)

gnieznienski

Estymator kalibracyjny regresyjny

Zlotowski
13|

chodzieski?

czarkowsko-trzcianecki 11

miedzychodzki™ p
gnieznieriski

2,00 i mniej
2,01-2,50
2,51-3,00
3,01 i wiecej

HECOO

Rysunek. A.15. Warto$é oczekiwana obciazenia estymatoréw $redniej powierzchni mieszkan (w m?2) w przekroju
powiatéw wojewddztwa wielkopolskiego — wariant 2, préba 10%, frakcja brakéw danych 20%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X
”{M> L,
Zotowski o Zotowski

0.9 08

czarnkowsko-trzcianecki

nowotomyski
11

09
kolski

grodziski
20
wolsztyriski
23 16

leszCzynski—
28

tes??\o
3
0.8

grodziski

Kkoscianski_sremski wolsztynski koscianski sremski

19

leszozynski
23
\Lieszno

o

07
rawicki
16

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X Estymator kalibracyjny regresyjny

'\/\/}
e
Ziotowski
03

\‘\ Zlotowski

czamkowsko-trzcianecki

§

koninski

koninski 3\}\5

0.2

kolski 04

turecki

ostrowski
0,2

rawicki

05
T

Lv\ oslrzeszuwsk\\J
0, ?JJ
kepinskiL. [ 50imnig ?“kgpmski
\,7/) [0 51-100 \wo.ev)
W 10,1-150 LA

W 15,1 wiecej

Rysunek. A.16. Wariancja estymatoréw sredniej powierzchni mieszkan w przekroju powiatéw wojewddztwa wielko-
polskiego — wariant 2, préba 10%, frakcja brakéw danych 20%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X
”{M> L,
Zlotowski {» Zlotowski

11

pilski
09

czamkowsko-trzcianecki

miedzychodzkiZs miedzychodzki® f”\\L
gnieznieriski
14

szamotulski~/

poznanski

nowotormyski
12

Koniriski nowotomyski

grodziski Sredzd ¥ 12
14 ' ) (\'
wolsztynski sci i
Ts
ge/s\zczyr'\ski
15

oo

1.2

stupecki
kolski
1.2

grodziski

14

wolsztyrSki Koscianski_sremski
s 14
&l\eﬁczynskr
q

152

kaliski

G rawicki 1 ostrowski

09 15

{
] .5 ostrzeszowsii
{/\,11‘ 2 Wh 3
kepiriski 1 kepinski
i g

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X Estymator kalibracyjny regresyjny

A \/}
i
i Zotowski Zotowski
08 07

czarnkowsko-trzcianecki

wagrowiecki

miedzychodzki™

1
gnieznieriski

§

nowotomyski
07

nowotomyski
07

koninski I\}\S

0.5,

turecki
08
0.8
Kalisz
5
06

kolski

grodziski
09
wolsztyriski

grodziski
09

kosciansKi_sremski Wolsztyreki kosciariski_ sremski

turecki

pleszewski

kaliski pleszewski | opcyi

rawicki

09
e

] 2,0 mniej }‘{;::ski
0 21-40 L os |
W 41-60 LA
W 61iwiecej

Rysunek. A.17. Wzgledny blad szacunku estymatoréw sredniej powierzchni mieszkan (w %) w przekroju powiatéw
wojewbdztwa wielkopolskiego — wariant 2, préba 10%, frakcja brakéw danych 20%

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badari symulacyjnych
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Dodatek A. Wyniki badan symulacyjnych

Estymator Horvitza-Thompsona Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X

Zlotowski
65,2

Zotowski
57.6

chodzieski)

czarnkowsko-trzcianecki

czarnkowsko-trzcianecki

nowotomyski
711

Koninski

kolski
55.4

grodziski
77.6

grodziski
68,8

turecki
58,6

Kaliski
72,0

.Ka\lsz

45,5

rawicki
713

rawicki
62,8

Estymator kalibracyjny ze znanym wektorem X Estymator kalibracyjny regresyjny

Zlotowski
64,0

Zotowski
65,2

chodzieski
czarnkowsko-trzcianecki 66.4
673 L wagrowiecki
67,0
obornicki

migdzychodzki’ 65,6 ;V\«LM
gnieznieriski

659 Fozamotuiski

686 / 87| pozanski %0
P

oz
75,0
nowotomyski 2544 P koniiski
710 SLbecy I 778
) wizesingki, 69.8 § ot Kolski kolski
grodziski sredzkid 67,5 5200 632
| 3 67.8
wolsztyneki Kosciariski sremski
788 7090 ¢ 624 arocineki
esZCZynskil 0] J
857 - pleszewsig
fe<znol gostynski 75,6 R
75.3 B
59'3) Krotoszynskia Ka“
sof
748 ostrowski
732
ostrzeszowski

[ 70,0 i mniej
[ 70,1-80,0
W 80,0-90,0
W 90,1 wiecej

Rysunek. A.18. Warto$é oczekiwana estymatoréw $redniej powierzchni mieszkaii (w m?) w przekroju powiatéw
wojew6dztwa wielkopolskiego — wariant 3, préba 10%, frakcja brakéw danych 20%
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Wykaz wazniejszych symboli i oznaczen
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rzad kwantyla: o € (0, 1)
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zbiér respondentow
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populacja

waga odpowiadajaca i — tej jednostce wylosowanej do proby
waga poczatkowa odpowiadajaca i — tej jednostce wylosowanej
do préby

warto$¢ zmiennej y dla i — tej jednostki badania
prawdopodobienstwo inkluzji ¢ — tej jednostki do préby
prawdopodobienstwo inkluzji ¢ — tej i j— tej jednostki do proby
wektor wag wynikajacych ze schematu losowania préby

wektor wag poczatkowych w podejsciu kalibracyjnym

wektor wag kalibracyjnych

wektor ztozony z wartosci zmiennych pomocniczych dla ¢ — tego
respondenta

wektor zmiennych instrumentalnych odpowiadajacych ¢ — temu
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kwantyl rzedu o zmiennej y

estymator kalibracyjny kwantyla rzedu « zmiennej y

wektor wartosci globalnych zmiennych pomocniczych

wektor oszacowanych wartosci globalnych zmiennych pomocni-
czych na zbiorze respondentéw r
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warto$¢ dystrybuanty zmiennej y w punkcie ¢

warto$¢ dystrybuanty interpolacyjnej zmiennej y w punkcie ¢
warto$é¢ globalna zmiennej y

uogolniony estymator kalibracyjny wartosci globalnej zmiennej
Y

estymator kalibracyjny wartosci globalnej zmiennej y skonstru-
owany w oparciu o podejscie funkcyjne

estymator Horvitza-Thompsona wartosci globalnej zmiennej y
estymator kalibracyjny ilorazowy wartosci globalnej zmiennej y
estymator kalibracyjny regresyjny wartosci globalnej zmiennej y
estymator kalibracyjny wartosci globalnej zmiennej y ze znanym
wektorem X wartosci globalnych zmiennych pomocniczych
estymator kalibracyjny wartosci globalnej zmiennej y ze znanym
wektorem X oszacowanych wartosci globalnych zmiennych po-
mocniczych

funkcja Lagrange’a

przestrzen wektorowa m—wymiarowa

pochodna czastkowa funkcji Lagrange’a L : R™ — R, gdzie
(i=1,...,m)

wektor czynnikéw nieoznaczonych Lagrange’a

argument, dla ktorego funkcja D osigga wartos¢ minimalng na
zbiorze wszystkich wektorow v € R™



