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Wstep

Instrumenty pochodne stanowia wazna i liczna klase aktywow na rozwinigtych rynkach
finansowych — obserwowany jest trwaly wzrost wielko$ci obrotdow oraz rodzajow
instrumentdw pochodnych. Na wielu gietdach liczba 1 warto$¢ transakcji dotyczaca
derywatyw jest znacznie wigksza niz transakcji tradycyjnymi instrumentami finansowymi.
Pojawity si¢ nawet wyspecjalizowane instytucje, ktorych dziatalno$¢ koncentruje si¢ na rynku
instrumentéw pochodnych.

Zrédlem sukcesu sa mozliwo$ci udostepniane inwestorom. Instrumenty pochodne daja
bowiem sposobno$¢ do zabezpieczania si¢ przed niekorzystnymi, z punktu widzenia
inwestora, zmianami na rynku. Jednocze$nie, ze wzgledu na dzwignie finansowa, sa
atrakcyjna propozycja dla krotkoterminowych graczy gieldowych. Niestety, jak pokazuja
ostatniec wydarzenia na rynkach finansowych, nawet szacowne instytucje korzystaja z tej
dzwigni w sposob nierozwazny. Dla wszystkich uczestnikow rynku, niezaleznie od motywacji
jaka si¢ kieruja przy podejmowaniu decyzji, kluczowa jest wtasciwa wycena. Dlatego tez,
wycena instrumentéw pochodnych, a zwlaszcza (z racji trudnosci) opcji, nalezy do jednego z
glownych obszarow zainteresowan ekonometrii i matematyki finansowe;.

Po ponad trzydziestu latach od ukazania si¢ przetomowych prac Blacka i Scholesa oraz
Mertona wcigz prowadzone sa badania majace na celu sformutlowanie modelu
umozliwiajacego sprawiedliwa wyceng opcji. Model taki, nie powinien mie¢ licznych wad
modelu Blacka-Scholesa (MB5), bedac jednocze$nie rownie prostym w stosowaniu. W
modelu MBS, oprécz standardowych zatozen dotyczacych braku kosztow transakcyjnych i
podatkdéw, doskonatej podzielno$ci instrumentu bazowego czy racjonalnosci uczestnikéw
rynku, zaktada si¢ normalno$¢ rozkladow zwrotow logarytmicznych i stalo§¢ w czasie
wspotczynnika zmienno$ci. Natomiast liczne badania przeprowadzone na wielu rynkach
wskazuja, ze zwroty logarytmiczne charakteryzuja si¢ miedzy innymi leptokurtycznos$cia oraz
sko$noscia, co wyklucza rozktad normalny. RoOwniez zatozenia o stalo$ci w czasie zmiennos$ci
nie da si¢ obroni¢. Niezaleznie od uzytej miary zmiennos$ci typowe jest wystepowanie duzych
wahan zmienno$ci. Ponadto charakterystyczne jest zjawisko grupowania si¢ zmiennosci, czyli
wystepowania okresOw podwyzszonej zmienno$ci, po ktorych nastepuja okresy zmiennosci
obnizonej. Wiaze si¢ to bezposrednio z istnieniem dodatniej autokorelacji w szeregach
zmiennoSci.

Naturalng propozycja, ktéora uwzglednia powyzsza krytyke, jest wykorzystanie do

wyceny opcji modeli zmiennosci. Modele te umozliwiaja oczywiscie wyjasnienie i opis



ksztaltowania si¢ zmiennosci, ale réwniez uwzglednienie rozktadu innego niz normalny.
Pierwsze modele zmienno$ci (zmienno$ci stochastycznej) pojawily si¢ juz w latach
siedemdziesiatych ubiegtego wieku (Clark 1973). Jednak dopiero lata osiemdziesiate (modele
ARCH Engle 1982, GARCH Bollerslev 1986, przetacznikowe Hamilton 1989), a zwtaszcza
dziewigcédziesiate przyniosty rozwo6j tych metod (migdzy innymi dzigki wzrostowi mocy
obliczeniowe] komputerow). Poczatkowo modele zmienno$ci wykorzystywane byly jedynie
jako aparat opisu szeregdw czasowych. Dalszy rozwdj i rosnaca popularno$¢ modeli
zmiennos$ci spowodowala, Zze zaczgto je uzywacé rowniez jako narzgdzia do rozwiazywania
innych probleméw z pogranicza ekonometrii i matematyki finansowej. Model zmiennosci
stochastycznej do wyceny opcji wprowadzit w 1987 roku Hull 1 White, modele GARCH
natomiast Heston (1993) i Duan (1995). Z kolei pierwsza probg wykorzystania modeli
przetacznikowych do tego celu podjat Di Masi et al. w 1994 roku. Podstawowa trudno$¢
zwiazana z wykorzystaniem modeli zmiennosci do wyceny instrumentéw pochodnych
zwiazana jest z brakiem zupeilnos$ci rynku. Pojawienie si¢ dodatkowego zrddla losowosci
oznacza, ze na rynku istnieja instrumenty pochodne nieosiagalne, czyli takie ktorych wyptaty
nie moga by¢ replikowane za pomoca strategii samofinansujacych. Nie jest wowczas mozliwe
wyznaczenie ceny takiego instrumentu finansowego w sposob jednoznaczny. Naturalna
propozycja poradzenia sobie z tym problemem jest wykorzystanie funkcji uzytecznosci
inwestora do wskazania jedynej ceny sprawiedliwej. Innym sposobem wyceny instrumentow
pochodnych na rynku niezupelnym jest metoda uzupelniania rynku. Polega ona na
wprowadzeniu dodatkowych, teoretycznych instrumentéw finansowych, ktére umozliwiaja
replikacje wszystkich wystepujacych na rynku derywatyw.

Badania przytoczone powyzej przeprowadzono na rozwinigtych rynkach finansowych.
Rynek polski natomiast wciaz zaliczany jest do rynkow rozwijajacych sig. Charakteryzuje si¢
mala ptynnoscia (dla wigkszosci notowanych waloréw wskaznik free float jest niski), a takze
dominacja inwestorow instytucjonalnych nad indywidualnymi. Stad tez szeregi czasowe maja
odmienne wlasnosci od tych zidentyfikowanych na rynkach dojrzatych. Ponadto opcje
pojawity si¢ na Gieldzie Papierow Warto$§ciowych w Warszawie stosunkowo niedawno —
22 wrzesnia 2003 roku rozpoczg¢to handel opcjami na indeks WIG20. W pazdzierniku 2005
roku wprowadzono opcje na akcje pigciu spotek. Jednak dotad nie zdobyly one uznania wsérod
inwestorow, na wielu sesjach liczba zawieranych transakcji byla symboliczna. Dlatego w
czerwcu 2007 bezterminowo zawieszono obrét opcjami na akcje. Nasuwa si¢ wigc pytanie,
czy modele zmienno$ci moga by¢ przydatne do wyceny opcji na Gietdzie Papierow

wartosciowych w Warszawie?



Celem pracy jest zweryfikowanie nastepujacej hipotezy badawczej: wycena opcji na
GPW w Warszawie w oparciu o modele zmiennosci umozliwia trafniejsze oszacowanie
wartosci opcji.

Badaniu poddane zostaty wszystkie typy (ze wzgledu na instrument bazowy) opcji, ktore
byly notowane na GPW w Warszawie we wrzesniu 2006 roku. Sa to zatem opcje na indeks
WIG20 oraz opcje na akcje spotek: koncernu paliwowego PKN Orlen, banku Pekao S.A.,
firmy telekomunikacyjnej TP S.A., koncernu gorniczego KGHM Polska MiedZ i1 firmy
informatycznej Prokom. W szczeg6lnosci w pracy poszukiwane sa odpowiedzi na nastgpujace
pytania:

— jakie wlasnos$ci maja analizowane szeregi czasowe?

— czy mozna dopasowaé do niedojrzalego rynku polskiego model zmiennosci?

— czy wycena dokonana w oparciu o modele zmiennosci jest lepsza od wyceny

przeprowadzonej przy uzyciu modelu MBS?

— jaka jest relacja pomigdzy wycenami przygotowanymi przy uzyciu réznych modeli

zmienno$ci a rzeczywista, zdyskontowana funkcja wyptaty opcji?

— ktore kryterium — dopasowania do danych historycznych, czy jako$ci prognostycznych

jest korzystniejsze dla trafthosci wyceny?

— czy uwzglednienie w modelach rozkladow szokéw inne niz normalne poprawia

wyceny?

— czy ocena przydatnosci modelu jest wrazliwa na wspotczynnik moneyness?

Wkiadem wlasnym autora jest przeglad wiedzy z zakresu wykorzystania modeli
zmienno$ci do wyceny opcji oraz ich aplikacja do szeregéw czasowych z rynku polskiego.

Praca ma charakter zarowno teoretyczny jak i empiryczny. Rozwazania teoretyczne
dotycza podstawowych poje¢ zwiazanych z opcjami i ich wycena oraz wlasno$ci szeregow
czasowych. W czgs$ci empirycznej podjgto probe wychwycenia specyficznych wlasnosci
szeregow na GPW w Warszawie oraz dopasowano opisywane modele do badanych szeregow.
Postugujac si¢ kryterium informacyjnym Schwarza i jako$cia generowanych prognoz
wybrano najlepsze modele, ktore nastgpnie postuzyly do wyceny opcji o réznych cenach
wykonania wystawianych na wszystkie mozliwe instrumenty bazowe. Podstawowym zrodtem
wiedzy o modelach zmienno$ci i innych wykorzystywanych w pracy zagadnieniach jest
dostepna literatura przedmiotu, notowania i statystyki gietdowe. Literatura wykorzystana w
pracy to glownie literatura anglojezyczna, w mniejszym stopniu (ze wzgledu na jej

niedostatek) literatura polskojezyczna. Wykorzystano statystyki gietldowe dostgpne na



stronach www.gpw.com.pl. Dane dotyczace notowan z GPW w Warszawie uzyskano za
posrednictwem serwisu bossa.pl oraz stooq.pl. Ponadto wykorzystano dane udostgpnione
przez KDPW i GPW w Warszawie, a dotyczace parametrow rynku opcji.

Praca sklada si¢ z pigciu rozdzialdéw. Rozdzial pierwszy poswigcony zostat
przedstawieniu podstawowych rodzajéw finansowych instrumentow pochodnych, ze
szczegllnym uwzglednieniem opcji, oraz zasad funkcjonowania rynku tych instrumentow.
Celem jest wprowadzenie zasadniczych idei, pojg¢ 1 informacji, ktore sa wykorzystywane w
dalszej czg$ci pracy. Koncowa czg$¢ rozdzialu poswigcono na przedstawienie statystyk
dotyczacych $wiatowego 1 polskiego rynku instrumentéw pochodnych. Przytoczone dane
jednoznacznie wskazuja na rosnace znaczenie rynku derywatyw.

Przedmiotem rozwazan w rozdziale drugim sa teoretyczne podstawy wyceny opcji.
Celem jest umiejscowienie stosowanych w pracy metod wyceny opcji na tle teorii.
Przedstawiono podstawowe zalozenia modeli wyceny opcji. Ponadto w rozdziale
zaprezentowano kluczowe dla omawianego zagadnienia pojgcie arbitrazu, bowiem brak
arbitrazu stanowi punkt wyjsécia do wyceny instrumentéw pochodnych zar6wno w modelach z
czasem dyskretnym jak i ciaglym. Jedna z czg$ci rozdzialu poswigcono modelowi
Blacka-Scholesa oraz wskazano jego ograniczenia, ktére uzasadniaja poszukiwania modelu
lepiej odzwierciedlajacego rzeczywistos¢. W ostatniej czeSci rozdziatu zaprezentowano
0golny sposob wyceny instrumentow pochodnych w przypadku gdy rynek jest niezupeiny.
Twierdzenia przytaczane sa bez dowoddéw, te mozna bowiem znalez¢ w wielu pozycjach.
Uzupehieniem rozdziatu jest dodatek matematyczny, zawierajacy podstawowe terminy
probabilistyczne wykorzystywane w niniejszej pracy

Rozdzial trzeci poswigcono na przedstawienie trzech typodw modeli zmienno$ci oraz
metod ich wykorzystania do wyceny opcji:

— GARCH (uogolnionej autoregresyjnej heteroskedastyczno$ci warunkowe;),

— SV (zmiennosci stochastycznej),

— przelacznikowych typu Hamiltona.

Rozdziat czwarty dotyczy specyfiki finansowych szeregow czasowych. Omowiono
najczesciej przytaczane w literaturze przedmiotu fakty empiryczne dotyczace szeregow
czasowych. Nastepnie zbadano, ktére z przytoczonych wiasnosci charakteryzuja réwniez
szeregi czasowe na Gieldzie Papierow Wartosciowych w Warszawie. Ujgcie specyficznych
wlasnosci szeregow jest kluczowe dla wyboru modelu, ktéry zostanie wykorzystany do

wyceny opcji.



Ostatni, piaty rozdziat jest zasadnicza czeScia pracy. W rozdziale tym dokonano
estymacji modeli zmiennos$ci 1 odrzucono te, ktérych parametry sa nieistotne. W kolejnym
kroku wybrano modele najlepiej dopasowane do badanych szeregow. W tym celu postuzono
si¢ kryterium informacyjnym Schwarza i jakoscia generowanych przez model prognoz. Do
oceny jakosci prognoz wykorzystano btedy prognoz (odnoszone do zmiennosci
zrealizowanej), ktére umozliwilty budowg rankingdw modeli. Nastgpnie tak
wyselekcjonowane modele postuzyty do wyceny opcji. Uzyskane wyniki poréwnano z
cenami rynkowymi i cenami uzyskanymi z modelu MBS, Przeprowadzona analiza ma stuzy¢
weryfikacji postawionych wcze$niej hipotez.

W zakonczeniu rozprawy ujeto syntetycznie wnioski pltynace z przeprowadzonych badan.



Rozdzial I
Charakterystyka opcji.

Kontrakty terminowe i opcyjnie byly zawierane na gietdach towarowych od stuleci.
Niektore zrodia literaturowe wspominaja nawet o starozytnosci ' . Jednak przedmiotem
niniejszej pracy sa jedynie nowoczesne finansowe instrumenty pochodne, ktorych historia jest
znacznie krotsza, bo nieco ponad trzydziestoletnia. Za jej poczatek uwaza sie rok 19732,
kiedy to ukazuja si¢ dwa, uznawane za przetomowe, artykuly autorstwa Fischera Blacka,
Myrona Scholesa® oraz Roberta Mertona®. W artykutach tych zaprezentowano model wyceny
opcji. W tym samym roku zainaugurowano dziatalno$¢ wyspecjalizowanej gietdy kontraktow
opcyjnych w Chicago (Chicago Board Options Exchange). Od tego czasu nastapil gwattowny
rozwo6j rynkow instrumentéw pochodnych. Obecnie niemal kazdy instrument finansowy —
akcje, obligacje, indeksy gietdowe, kursy walutowe, stopy procentowe sa podstawa jakiego$
instrumentu pochodnego. Nawet instrumenty pochodne czgsto staj¢ si¢ baza kolejnych
derywatyw. W krajach o rozwinigtych rynkach finansowych powotano do zycia
wyspecjalizowane gietdy, na ktérych handluje si¢ wylacznie instrumentami pochodnymi, a
wigkszos¢ tradycyjnych gield poszerzylo swoja ofert¢ i obecnie réwniez umozliwia obrot
derywatywami.

W niniejszym rozdziale omowiono podstawowe klasy finansowych instrumentéw
pochodnych oraz zasady funkcjonowania rynku tych instrumentoéw. Celem jest wprowadzenie
podstawowych idei, poje¢ 1 informacji, ktore sa wykorzystywane w dalszej czgsci pracy.
Koncowa czg$¢ rozdzialu poswigcono na przedstawienie statystyk dotyczacych $swiatowego i
polskiego rynku instrumentéw pochodnych. Przytoczone dane jednoznacznie wskazuja na

rosnace znaczenie rynku derywatyw.

1.1 Instrumenty pochodne
W literaturze funkcjonuje wiele definicji instrumentéw pochodnych. Najogdlniejsza z

nich, sformutowana przez M. Rubinsteina, okresla derywatywe jako umowe¢ migdzy dwiema

" Por. Swan E. J. [2000], Building the global market. A 4000 Year History of Derivatives, Kluwer Law
International, The Hague

? Jajuga K. [2005], Trzydziesci lat nowoczesnej teorii wyceny instrumentéw pochodnych. Uniwersytet
Szczecinski, Zeszyty naukowe nr 389, s. 55

3 Black. F., Scholes M. [1973], The Pricing of Options and Corporate Liabilities, Journal of Political Economy
81, ss. 637-659

* Merton R.C. [1973], Theory of rational option pricing, Bell Journal of Economics and Managment Science 4,
ss. 141-183



stronami, w ktorej ustalone zostaja warunki (w szczegodlnosci terminy), na jakich dokonywane
beda przeptywy pienigzne migdzy stronami’.

Zgodnie z powyzsza definicja kazdy instrument finansowy mozna potraktowac jako
derywatywe, nawet akcje, bo przeptywy pieni¢zne zwigzane z ich posiadaniem (dywidenda)
uzaleznione sa od zyskow firmy, na ktéra akcje opiewaja. Dlatego tez taka definicja jest
niepraktyczna. Ponizsza, bardziej szczegdtowa®, umozliwia wydzielenie ze zbioru wszystkich

instrumentoéw finansowych tej klasy, ktora jest przedmiotem badan w niniejszej pracy.

Definicja 1.1.1
Finansowym instrumentem pochodnym nazywamy kazdy instrument finansowy, ktérego
warto$¢ zalezy (jest pochodna) od wartosci innego instrumentu finansowego, zwanego

instrumentem podstawowym lub bazowym.

Instrumenty pochodne mozna podzieli¢ na trzy podstawowe grupy:

— kontrakty terminowe,

— opcje,

— swapy.

Kontrakt terminowy jest umowa, w ktorej jedna ze stron zobowiazuje si¢ do sprzedazy
(dostawy) okreslonej ilo$ci danego instrumentu w ustalonej chwili w przyszto$ci. Druga
strona kontraktu jest zobowiazana do uiszczenia w chwili przyjmowania dostawy z gory
okreslonej ceny — ceny wykonania (striking price). Kontrakty terminowe s symetryczne —
prawa 1 obowiazki stron uzupetniaja si¢. O stronie zobowiazanej do sprzedazy mowi sig, ze
zajmuje pozycj¢ krotka (short position) w danym kontrakcie terminowym, druga strona
umowy natomiast, zajmuj¢ pozycj¢ dtuga (long position). Przy zawieraniu kontraktu zadna ze
stron nie wnosi oplaty, poza ewentualnymi kosztami manipulacyjnymi, zatem w chwili
zawierania kontraktu terminowego jego wartos¢ jest roOwna zero. Po zawarciu kontraktu,
wobec naturalnej zmiennos$ci cen instrumentu bazowego, jego warto$¢ ulega zmianom. Dla
jednej ze stron jest ona dodatnia, jednocze$nie bgdac ujemna (ze wzgledu na wspomniang
symetri¢) dla drugiej strony. Zwykle w chwili zamykania kontraktu jedna ze stron osiaga zysk,
a druga ponosi stratg (o tej samej wartosci bezwzglednej). Jesli cena rynkowa instrumentu
bazowego jest wyzsza niz cena wykonania kontraktu, strona zajmujaca pozycj¢ dluga odnosi
zysk — ma bowiem mozliwos$¢ odsprzedazy zakupionego instrumentu na rynku po wyzszej

cenie. W tej samej sytuacji strona zajmujaca pozycje krotka ponosi strate — zobowiazana jest

> Rubinstein M. [2000], Rubinstein on derivatives, Haas School of Business, University of California, s. 1
S Hull J. C. [2002], Options, Futures, and Other Derivatives, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, wyd. 5, s. 1



sprzeda¢ instrument za kwote nizsza od ceny rynkowej. Jesli natomiast cena instrumentu
bazowego jest nizsza od ceny wykonania to inwestor w pozycji dlugiej traci, a w pozycji
krétkiej zyskuje.

Na swiatowych rynkach wystepuja dwa podstawowe typy kontraktéw terminowych:

— kontrakty forward (forward contracts),

— kontrakty futures (futures contracts).

Najistotniejsza réznica migdzy tymi instrumentami dotyczy miejsca i sposobu ich
zawierania. Kontrakty forward zawierane sa wylacznie na rynku pozagietdowym — over-the-
counter market (OTC market) 1 sa negocjowane indywidualnie miedzy stronami umowy, stad
tez funkcjonujaca w polskiej literaturze nazwa tych kontraktéw — negocjowane kontrakty
terminowe. Na rynku OTC dilerzy kontaktuja si¢ za pomoca sieci teleinformatycznej, a ich
rozmowy sa archiwizowane na wypadek postgpowania dowodowego. Kontrakty forward
koncza si¢ z reguly dostawa, ewentualnie rozliczeniem pieni¢znym, jesli instrument bazowy
nie jest bezpo$rednim przedmiotem obrotu. Na tej wlasnosci opiera si¢ inne polskie
okreslenie — kontrakty terminowe rzeczywiste, czyli konczace si¢ obowiazkowa dostawa.
Nalezy podkresli¢, ze zadna ze stron kontraktu nie ma mozliwo$ci wycofania si¢ z umowy,
czy tez dokona¢ zmian w jej warunkach. Niemniej dla najpopularniejszych kontraktow
forward istnieja stosunkowo plynne pozagieldowe rynki wtorne, na ktérych mozna zby¢
niepotrzebny kontrakt. Termin dostawy jest na ogo6l doktadnie okreslony. Strony kontraktu
forward przyjmuja na siebie ryzyko zwiazane z ewentualnym niewywigzaniem si¢ drugiej
stron z umowy, czyli tak zwane ryzyko kontrahenta.

Kontrakty futures natomiast, zawierane sa wytacznie na wyspecjalizowanych gietdach
(stad jedno z polskich okreslen - gieldowe kontrakty terminowe). Wszystkie warunki
kontraktu futures, za wyjatkiem ceny, sa standaryzowane. Cena, bowiem ksztattuje si¢ na
gietdzie, nie jest negocjowana mig¢dzy stronami kontraktu (co ma miejsce w przypadku
kontraktow forward). W ramach standaryzacji musza by¢ okreslone migdzy innymi:

— wielkos$¢ kontraktu, czyli ilo$¢ instrumentow bazowych, na ktoére opiewa pojedynczy

kontrakt; wielko$¢ kontraktu powinna by¢ tak okreslona by zapewni¢ ptynno$¢ rynku,

— instrument bazowy, ktory jest podstawa kontraktu,

— warunki dostawy lub rozliczenia kontraktu, w szczegdlnosci okreslenia wymaga czas

dostawy, w przeciwienstwie do kontraktéw forward na ogét nie podaje sig

konkretnego dnia, a okres w ktorym ma to nastapic,
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— dzienne limity zmian, ktérych celem jest zabezpieczenie si¢ przed atakami
spekulantow, jednak takie limity moga by¢ sztuczna bariera, gdy cena instrumentu
bazowego podlega gwattownym zmianom,

— limity otwartych pozycji, ktore okreslaja maksymalna ilo$¢ pozycji jakie moga
otworzy¢ inwestorzy dla danego instrumentu bazowego, istnienie tych ograniczen
wynika z potrzeby ograniczenia wptywu spekulantéw na rynek.

Ze wzgledu na ptynno$¢ rynkéw gietdowych mozliwe jest zamknigcie pozycji futures
przed data wygasnigcia kontraktu poprzez réwnoczesne zajecie pozycji odwrotnej (na co
ktadzie nacisk inne polskie okreslenie — nierzeczywiste kontrakty terminowe).

Dla wtasciwego funkcjonowania rynku kontraktow futures niezbedne sa izby
rozrachunkowe. Podstawowym zadaniem tych instytucji jest niedopuszczenie lub
przynajmniej  zmniejszenie = prawdopodobienstwa  wystagpienia  niewyptacalnosci
jakiegokolwiek uczestnika rynku. By to osiagna¢, zawarcie kontraktu jest uwarunkowane
dokonaniem wptaty wstepnego depozytu rozliczeniowego, ktérego wysokos$¢ ustala zarzad
gieldy. Ponadto, po zakonczeniu kazdej sesji gieldy rozliczana jest pozycja kazdego z
inwestorow — procedura ta nazywana jest dzienna aktualizacja depozytu. Jesli inwestor
zajmuje pozycj¢ dtuga to przy wzroscie ceny futures depozyt rozliczeniowy jest powigkszany
o odpowiednia kwot¢ (rowna iloczynowi liczby dlugich kontraktéw przez wielkos¢ zmiany
kursu futures w danym dniu). Jednocze$nie salda depozytéw rozliczeniowych inwestorow
zajmujacych pozycje krotkie w tym samym kontrakcie sa obnizane o kwoty przekazane na
rachunki inwestorow zajmujacych dhugie pozycje. Oczywiscie pozycja izby jest neutralna —
faczna liczna pozycji dtugich jest rowna tacznej liczbie pozycji krotkich.

Jesli wartos¢ salda depozytu rozliczeniowego danego inwestora spadnie ponizej
okreslonego poziomu, wzywany jest on do jego uzupetienia. W wypadku nie wywiazania si¢
przez uczestnika rynku z obowiazku uzupehienia depozytu, jego pozycja jest automatycznie
zamykana przez izbg rozrachunkowa.

Konsekwencja istnienia izb rozrachunkowych jest eliminacja ryzyka kontrahenta przy
roéwnoczesnym pojawieniu si¢ ryzyka stopy procentowej (cze$¢ srodkéw pienigznych stron
kontraktu jest zamrozona na kontach izby rozrachunkowej). Szczegotowe regulacje rynkow
futures sa zwiazane z ich silnie spekulacyjnym charakterem.

Kontrakty terminowe forward i futures maja wiele cech wspdlnych, ale rowniez kilka

istotnych rdznic, ktore syntetycznie zebrano w tabeli 1.1.
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Tabela 1.1. Zestawienie najistotniejszych cech odrozniajacych kontrakty terminowe forward i

futures.

- nie standaryzowane, ustalane w trakcie
- standaryzowane,

negocjacji migdzy stronami

- rozliczenie nastgpuje na koncu bez udziatu izby - rozliczanie codzienne, przy udziale izb

rozrachunkowe;j, rozrachunkowych,

Zrodto: opracowanie wlasne

Opcja nazywamy instrument finansowy dajacy nabywcy (posiadaczowi) prawo, ale nie
obowiazek do wykonania okreslonej transakeji po z gory ustalonej cenie’.

Ze wzgledu na rodzaj wykonywanej transakcji opcje dzieli si¢ na:

— opcje kupna (call option),

— opcje sprzedazy (put option).

Inwestor znajduje si¢ w pozycji dhugiej, jesli nabyt opcje (kupna lub sprzedazy), a w
pozycji krotkiej, gdy opcje wystawil. Opcja jest instrumentem pochodnym niesymetrycznym -
strona, ktora zajmuje pozycj¢ krotka ma obowiazek wykonania opcji na ewentualne zadanie
inwestora zajmujacego pozycj¢ dtuga.

Cena obowiazujaca przy transakcji, na ktora opiewa opcja to cena wykonania (striking
price). lloraz ceny instrumentu bazowego w momencie wykonania (S7) 1 ceny wykonania(K)
nazywany jest wspotczynnikiem moneyness (czyli moneyness = i{—T). Cena opcji (premium),
to kwota, ktéra nabywca opcji ptaci wystawcy w chwili zawierania kontraktu. Data, do ktorej
z nabytego prawa mozna skorzysta¢ to data wygasnigcia (expiration date). Dochdd inwestora
zwiazany z wykonaniem opcji nosi nazwe funkcji dochodu lub wyptaty (pay-off).

Ze wzgledu na czas, w jakim opcja moze zostaé wykonana mozna wyr6znic:

— opcje europejskie,

— opcje amerykanskie,

— opcje bermudzkie (atlantyckie).

"por. Neftci S. N. [2000], An introduction to the Mathematics of financial Derivatives, Academic Press, s.7
Tarczynski W. [2003], Instrumenty pochodne na rynku kapitatowym, PWE, Warszawa, s. 15
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W opcjach typu europejskiego realizacja jest mozliwa jedynie w ustalonej chwili w
przysztosci — dacie wygasnigcia opcji. W opcjach typu amerykanskiego wykonanie moze
nastapi¢ w dowolnym momencie przed ustalona data wygasnigcia. Z kolei opcje bermudzkie
maja okreslane terminy, w ktorych moze nastapic ich realizacja.

Terminologia ta nie ma odniesienia geograficznego, jest czysto umowna. Opcje
europejskie sa przedmiotem handlu na catym §wiecie, a nie tylko w Europie. Podobnie rzecz
ma si¢ z pozostalymi typami opcji.

W przypadku europejskich opcji kupna posiadacz skorzysta z przystugujacego mu prawa,
gdy cena wykonania jest nizsza od ceny instrumentu bazowego, zysk z takiej operacji jest
rowny roznicy migdzy wspomnianymi cenami, pomniejszonej o premig. Wystawca
europejskiej opcji kupna osiaga korzysci w sytuacji odwrotne;.

Posiadacz europejskiej opcji sprzedazy zrealizuje swoje prawo, gdy cena wykonania
bedzie wyzsza od instrumentu bazowego. Woéwcezas jego dochdd bedzie rowny rdznicy
miedzy tymi cenami, pomniejszonej o premig. Oczywiscie dla wystawcy opcji korzystna
bedzie sytuacja odwrotna.

Funkcja wyptaty europejskiej opcji kupna jest okre§lona wzorem

max{S; — K,0} = (S; — K)*, (1.1)
natomiast europejskiej opcji sprzedazy

max{K — S;,0} = (K — Sp)*, (1.2)
gdzie St to cena instrumentu bazowego w chwili wygasnigcia, a K to cena wykonania.

W zaleznosci od relacji pomigdzy cena instrumentu bazowego w momencie wygasnigcia
1 ceng wykonania opcja kupna nazywana jest:

— in-the-money, jezeli wartos¢ instrumentu bazowego jest wigksza od ceny wykonania

(moneyness> 1),
— out-of-the-money, gdy warto$¢ instrumentu bazowego jest mniejsza od ceny
wykonania (moneyness< 1),

— at-the-money, jesli ceny instrumentu bazowego i wykonania sa rowne (moneyness= 1).

W przypadku opcji sprzedazy moéwimy, ze opcja jest:

— in-the-money, jezeli warto$¢ instrumentu bazowego jest mniejsza od ceny wykonania,

— out-of-the-money, gdy warto$¢ instrumentu bazowego jest wigksza od ceny wykonania,

— at-the-money, podobnie jak w przypadku opcji kupna, jesli ceny instrumentu

bazowego 1 wykonania sa rowne.

Powyzsze pojgcia mozna rozszerzy¢ na dowolna chwilg przed terminem wygasnigcia.

13



Mozliwos¢ realizacji opcji przed terminem wygasnig¢cia, jaka istnieje w opcji
amerykanskiej komplikuje rozwazania. Na ogot wlasnosci opcji europejskich rozszerza sig
przy pewnych zalozeniach na opcje amerykanskie. Dlatego tez, uwaza si¢ powszechnie, ze
amerykanska opcja kupna na instrument niegenerujacy dodatkowych przeptywow jest
rOwnowazna europejskiej opcji kupna o tej samej cenie wykonania 1 tym samym terminie
wygasnigcia. Oznacza to, Ze racjonalny inwestor nie powinien realizowa¢ amerykanskiej
opcji kupna przed terminem jej wygasnigcia — powinien ja trzymac¢ do daty wygasnigcia lub
sprzeda¢ w dowolnym momencie przed ta data. Dwa gldwne argumenty jakie przywotywane
sq w literaturze na uzasadnienie takiego postegpowania to®:

1. Inwestor, ktory posiada opcje kupna jest zabezpieczony przed spadkiem wartosci
instrumentu bazowego ponizej ceny wykonania. Zrealizowanie opcji réwnoznaczne
jest z dobrowolnym pozbyciem si¢ ubezpieczenia przed niekorzystna zmiang ceny.

2. Jesdli posiadacz opcji kupna wykorzysta przyshugujace mu prawo do nabycia
instrumentu bazowego za ceng¢ wykonania, to traci tym samym odsetki od wydanej
kwoty za czas pomigdzy wczesniejszym wykonaniem a terminem wygasnigcia.

Sytuacja jest zupelnie inna w przypadku amerykanskiej opcji sprzedazy, opcja taka
zawiera, bowiem premi¢ zwiazana z mozliwoscia jej wczesniejszej realizacji (early excersise
premium). Premia zwigzana jest z drugim argumentem przywolywanym powyze] —
wykonujac opcje sprzedazy inwestor zyskuje na zmianie warto$ci pieniadza w czasie
pomigdzy wczesniejszym wykonaniem a terminem wygasniecia. Ow zysk uwaza si¢ za
wigkszy niz strata wynikajaca z utraty zabezpieczenia. Formalnie premia za wcze$niejsza
realizacje definiowana jest jako roéznica miedzy cena opcji amerykanskiej 1 rtOwnowaznej jej
opcji europejskiej.

Instrumentami bazowymi dla opcji finansowych sa najczesciej: akcje, waluty, indeksy
gietdowe, stopy procentowe, kontrakty futures, a takze inne opcje.

Gdy wystawca opcji kupna posiada odpowiednia ilo$¢ instrumentu bazowego to nazywa
si¢ ja opcja zabezpieczong (covered calls), w przeciwnym wypadku opcje kupna okresla si¢
jako niezabezpieczona (naked calls). Gdy instrumentu bazowego opcji nie mozna dostarczy¢
(np. indeksu) automatycznie mamy do czynienia z niezabezpieczong opcja kupna.

Ceng opcji mozna roztozy¢ na dwie sktadowe:

— warto$¢ wewnetrzna (instrinsic value),

¥ por. Bingham N. H., Kiesel R. [2004], Risk neutral valuation. Pricing and Hedging of Financial Derivatives.
Springer, ss. 14-15
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— warto$¢ dodatkowa (time value).

Warto§¢ wewngtrzng dla opcji kupna mozna wyznaczy¢ ze wzoru (1.3), a sprzedazy ze
wzoru (1.4):

warto$¢ wewnetrzna = max{S; — K, 0}, (1.3)
warto$¢ wewnetrzna = max{K — S;, 0}, (1.4)

gdzie S; to cena instrumentu bazowego w chwili t, a K to cena wykonania. Zatem opcja ma
dodatnia warto$¢ wewnetrzna wtedy i tylko wtedy, gdy jest w danej chwili in-the-money.

Warto$¢ dodatkowa zwigzana jest z czasem pozostalym do wygasnigcia opcji. Wartosé
dodatkowa jest rowna zero w chwili wygasnigcia lub w chwili optymalnej do realizacji opcji.

Opcje sa przedmiotem handlu zaréwno na rynkach gietdowych® jak i pozagietdowych.
Te notowane na gieldzie musza by¢ wystandaryzowane, a wi¢c migdzy innymi mieé
okreslony instrument bazowy, na ktore opiewaja, dat¢ wygasnigcia, podawana na og6t jako
miesiac 1 ceng wykonania. Bezpieczenstwo notowan maja zapewni¢ ograniczenia limitujace
potencjalng aktywno$¢ inwestorow. Typowe przyktady takich ograniczen, chroniacych przed
atakami spekulacyjnymi, to limity zaangazowania oraz limity realizacji. Limity
zaangazowania (position limits) okreslaja maksymalna dopuszczalng liczbg otwartych pozycji,
ktéra moze zaja¢ kazdy z inwestoré6w po jednej ze stron rynku (pozycje dlugie w opcjach
kupna i krotkie w opcjach sprzedazy liczone sa lacznie)'®.Limity realizacji (exercise limits)
ograniczaja liczbe opcji, ktore uczestnik rynku moze zgtosi¢ w okreslonym przedziale czasu.

Roéwniez z bezpieczenstwem jest $cisle zwiazane funkcjonowanie opcyjnych izb
rozrachunkowych. Do zawarcia kontraktu kupna lub sprzedazy opcji miedzy dwiema
stronami w wyniku ztozenia odpowiadajacych sobie zlecen dochodzi za posrednictwem izby.
Kupuje ona opcje od jednej ze stron i jednoczes$nie sprzedaje ja drugiej. Oznacza to, ze izba
staj¢ si¢ faktycznie strona w obu transakcjach. Zatem ryzyko nie wywiazania sig
ktorejkolwiek ze stron z warunkéw umowy spada na izbg. By to ryzyko zmniejszy¢,
uczestnikom transakcji stawia si¢ szereg warunkow. Najistotniejszy z nich to obowiazek
ztozenia zabezpieczenia przy zajmowaniu pozycji krotkiej (gotdwkowego lub w innej
dopuszczalnej postaci) na specjalny rachunek zabezpieczajacy. Wysokos$¢ zabezpieczenia
okreslaja przepisy konkretnego rynku gieldowego. Obowiazek wniesienia zabezpieczenia
gotowkowego nie dotyczy jedynie wystawienia zabezpieczonych opcji kupna. Nalezy dodac,
ze typowe warunki gietdowych kontraktéw opcyjnych nie uwzgledniaja ewentualnej

dywidendy, uwzgledniaja natomiast podziat akcji.

? Lista najwazniejszych gietd na ktorych obraca si¢ opcjami znajduje si¢ w Dodatku 1.
' Dla najwigkszych gield limity zaangazowania wynosza 75.000 kontraktow
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Na rynkach pozagietdowych funkcjonuje rowniez mnédstwo niestandardowych opcji
okreslanych wspolnym mianem opcji egzotycznych. Termin ten zostat uzyty po raz pierwszy
w roku 1990 przez Rubinsteina'', ale dotad nie wypracowano powszechnie akceptowalnej
definicji. Najcze$ciej przyjmuje sig¢, ze opcje egzotyczne to instrumenty pochodne majac
odmienng strukture funkcji dochodu od standardowych opcji, gdzie za standardowe uwaza si¢
opcje europejskie i amerykanskie.

Udziat opcji egzotycznych w obrotach ogdtem jest niewielki, lecz ze wzgledu na ich
atrakcyjno$¢ sa waznym uzupelieniem portfeli dla wielu inwestorow. Jako glowne
przyczyny tworzenia niestandardowych instrumentéw pochodnych nalezy wskaza¢
argumenty podatkowe, prawne, ksiggowe, ograniczenia narzucane przez regulatorow rynkow
1 wreszcie wzgledy ekonomiczne.

Ostatnim wspominanym typem instrumentow pochodnych sa swapy. Swap to umowa
jednoczesnego kupna i sprzedazy przeptywdw pienigznych wedtug z gory ustalonych zasad.
Najczestszymi instrumentami bazowymi, ktorych dotycza swapy sa stopy procentowe i
waluty. W obrocie pojawiaja si¢ rowniez swapcje (swaption) bgdace opcja na swap. Nalezy
podkresli¢, Ze teoretycznie mozna rozpatrywac swapy i swapcje jako potaczenie kontraktow
forward Iub opcji. Taka dekompozycja znacznie ulatwia wyceng tych instrumentow
finansowych, a takze wskazuje na szczegodlna rolg, jaka petnia kontrakty forward i opcje — sa
podstawowymi sktadnikami budujacymi bardziej ztozone instrumenty pochodne.

Do$é czesto w obrocie na rynkach finansowych znajduja si¢ warranty'”. Sa to finansowe
instrumenty pochodne o konstrukcji zblizonej do opcji. Istotna réznica polega na tym, ze jest
to papier wartosciowy, ktorego emitentem moze by¢ okreslona osoba prawna (np. bank, dom
maklerski)'?. Emitent warrantu zawsze przyjmuje na siebie obowiazek realizacji okreslonej
transakcji, zajmuje wigc pozycje krotka. Zatem inwestor nabywajac warrant moze zajac tylko
i wylacznie pozycj¢ dluga. W konsekwencji, do prawidtowego obrotu warrantami nie jest
konieczne wnoszenie depozytu rozliczeniowego - emitent swoim prestizem gwarantuje
wykonanie podjgtego zobowiazania (sama realizacja zobowiazan odbywa si¢ poprzez izbe
rozrachunkowa). Dlatego warranty wprowadzane sa do obrotu jako jedne z pierwszych

instrumentdw pochodnych na mtodych, nie w petni rozwinigtych, rynkach kapitatowych.

" Rubinstein M. [1991], Exotic Options, Finance Working Paper 220, Haas School of Business, University of
California, Berkeley

'2 Mianem warrantu okresla si¢ rowniez dotaczane do papieru wartosciowego prawo dajace posiadaczowi
ograniczong lub nieustajaca mozliwo$¢ kupna przysztych emisji tego samego emitenta.

1 Tarczynski W., Zwolankowski M. [1999], Inzynieria finansowa, Agencja Wydawnicza Placet, Warszawa,
s.101
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Lista wymienionych i omoéwionych instrumentow pochodnych nie jest zamknigta. Mozna
tworzy¢ instrumenty bardziej skomplikowane i lepiej dopasowane do potrzeb inwestora.

Jedynym ograniczeniem jest wyobraznia i reakcja rynku na nowa propozycjg.

1.2 Kontrakty terminowe i opcje na Swiecie

Rynek instrumentéw pochodnych dynamicznie si¢ rozwija. Rysunek 1.1 pokazuje
znaczny wzrost warto$ci emisji jaki nastapil w ostatnich czasie. Dla rynku OTC w latach
2001-2007 wzrost ten wyniost 536%, a dla rynkéw regulowanych 339%. Dominujacym
rynkiem jest rynek OTC — warto$¢ znajdujacych si¢ w obrocie instrumentéw pochodnych na
tym rynku jest ponad siedmiokrotnie wigksza niz na rynkach regulowanych. Jako gléwna
przyczyng wigkszej popularnosci instrumentéw rynku OTC nalezy wskaza¢ wigksza
elastycznos$¢ tych instrumentéw — ich warunki sa negocjowane, a przez to lepiej dostosowane

do potrzeb inwestorow.

Rysunek 1.1. Warto$¢ emisji instrumentéw pochodnych w latach 2001-2007 (w mld USD).
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Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie BIS Quarterly Review, 2003-2008
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Na rozw¢j rynku gietdowego (rysunek 1.2) nieco wigkszy wpltyw mialy kontrakty
opcyjne (wzrost o 373% w badanych latach) niz kontrakty terminowe (wzrost o 290%).
Ponadto warto$¢ wyemitowanych opcji jest prawie dwa razy wigksza niz warto$¢ futures.
Chwilowa stagnacja jaka miata miejsce w roku 2002 zwiazana jest z kryzysem na rynkach

gietdowych po wydarzeniach 11 wrzesnia 2001 roku.

Rysunek 1.2. Warto$¢ emisji instrumentow pochodnych na rynkach gietdowych w latach

2001-2007 (w mld USD).
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Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie BIS Quarterly Review, 2003-2008

Obecnie wigkszo$¢ kontraktow pochodnych na rynkach pozagietdowych jest zawierana
na stopy procentowe, stanowia one niemal 66% warto$ci wszystkich kontraktow
(rysunek 1.3). W dalszej kolejnosci sa kontrakty dla ktérych instrumentem bazowym sa kursy
walut (9,4%). Natomiast derywatywy na papiery warto§ciowe to niespetna 1,5% calego rynku.
Przewaga instrumentdw pochodnych na stopy procentowe jest jeszcze wigksza dla rynku

gieldowego (rysunek 1.4) — stanowia one niemal 90% wszystkich transakcji. Pozostate
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derywatywy wystawiane sa gtdwnie na papiery wartosciowe (okoto 11,5%). Kurs walutowy
jest instrumentem bazowym dla mniej niz p6t procenta instrumentéw. Odmienna struktura dla
rynku pozagieldowego wynika ze szczegélnie duzej aktywno$ci na nim bankéw, ktore by
zabezpieczy¢ si¢ przed ryzykiem kursowym sa czgsto stronami transakcji terminowych na

waluty.

Rysunek 1.3. Struktura transakcji derywatywami na rynku pozagietdowym w 2007 roku.

papiery warto§ciowe
1,43%

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie BIS Quarterly Review, 2003-2008

Rysunek 1.4. Struktura transakcji derywatywami na rynku gietdowym w 2007 roku.

kurs walutowy
0,36%

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie BIS Quarterly Review, 2003-2008
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Do najwigkszych gietd kontraktow opcyjnych i futures naleza (tabela 1.2):
w Europie: EUREX, EURONEXT.liffe, London Metal Exchange (LME), OMX

Exchanges,

— w Ameryce Polnocnej: Chicago Mercantile Exchange (CME), Chicago Board of Trade
(CBOT), New York Mercantile Exchange (NYMEX), Mexican Derivatives Exchange
(MexDer), New York Board of Trade (NYBOT),

— w Agzji: National Stock Exchange of India (NSE), Dalian Commodity Exchange
(DCE), Tokyo Commodity Exchange (TOCOM), Korea Exchange (KSE)

— w Ameryce Potudniowej: Bolsa de Mercadorias y Futuros a Sao Paulo (BMF), A
Bolsa do Brasil (BOVESPA),

— w Australii: Sydney Futures Exchange (SFE),

— w Afryce: JSE Securities Exchange South Africa'.

Tabela 1.2. Najwigksze gietdy kontraktow opcyjnych i futures (wedlug liczby zawartych

kontraktow).

2 Eurex 1 248 748 152

4 Euronext.liffe 757 926 860

6  Chicago Board Options Exchange 468 249 301

8 Bovespa 268 620 460

10  American Stock Exchange 201 631 832

12 Philadelphia Stock Exchange 162 596 932
14 National Stock Exchange of India 131 641 692
16  OMX Exchanges 103 509 936
18  Taiwan Futures Exchange 92 659 768
20  Boston Options Exchange 78202 185

22 Sydney Futures Exchange 63 324 966

24 JSE Securities Exchange South Africa 51318175

43  GPW w Warszawie 5587 515
Zrédto: Future Industry Association 2008

14 Pelniejsza list¢ mozna znalez¢ w Dodatku 1
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1.3 Kontrakty terminowe i opcje w Polsce.

W Polsce podobnie jak na catlym $wiecie finansowe instrumenty pochodne sa
przedmiotem obrotu zar6wno na rynku gietdowym jak i pozagieldowym. Poréwnanie danych
z tabeli 1.4 1 1.6 potwierdza inna globalna tendencje - instrumenty rynku OTC ciesza si¢ duzo
wigksza popularnoscia. Na wigksza elastycznos¢ tych instrumentow dodatkowo w Polsce
naklada si¢ nie w petni rozwinigty rynek kapitalowy, podlegajacy ciaglym przemianom, o

stosunkowo ubogiej ofercie.

Rysunek 1.5. Struktura transakcji terminowych na rynku migdzybankowym w 2006 roku.

papiery
wartosciowe 0,28% /

inne 0,05%

walutowe
30,07%

stopa procentowa
69,59%

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie Sytuacja finansowa bankéw w I pétroczu 2007r. Synteza. GINB,
pazdziernik 2007

Polski pozagieldowy rynek instrumentéw pochodnych tworzony jest gldwnie przez banki.
Glownym przedmiotem ich zainteresowania sa instrumenty pochodne na stopg procentowa i
kurs walutowy (rysunek 1.5), inne rodzaje derywatyw stanowia marginalny cze¢$¢ obrotu
(ponizej 0,35%). Jest to $cisle zwiazane z faktem, Zze operacje walutowe i zwiazane ze stopa
procentowa naleza do podstawowych obszarow dziatalno$ci bankéw i tym samym sa
glownym zrédlem ryzyka, przed ktorym zabezpiecza¢ maja instrumenty pochodne. Warto$¢
zawieranych przez banki transakcji na rynkach derywatyw systematycznie wzrasta

(tabela 1.3) jednak dynamika wzrostu jest mniejsza niz na §wiecie.
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Tabela 1.3. Warto$¢ transakcji bankéw zawieranych na rynkach instrumentow pochodnych

(w min PLN).
2006 2005 2004 2003 |
transakcje terminowe ogétem, w tym: 2139668 1602700 1384400 1304300
- stopy procentowej 1649415 1163300 966100 902700
- walutowe 485431 436600 414500 399300
- papierow wartosciowych 4822 2300 3200 2300
Opcje, w tym: 84159 79600 52300 45200
- gieldowe 1590 600 100 0
- pozagietdowe 82569 79000 52200 45200
Inne instrumenty 2500 1800 4200 2100

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie Sytuacja finansowa bankéw. Synteza. GINB, 2004,2005, 2006

Pierwszymi instrumentami pochodnymi notowanymi w Polsce na rynku gietdowym byty
wprowadzone przez Gietdg Papierow WartoSciowych w Warszawie (GPW) kontrakty futures
na indeks WIG20 (notowania rozpoczgto 16 stycznia 1998). Kontrakty te staty si¢ w krotkim
czasie bardzo popularne, o czym najlepiej §wiadczy dynamika wzrostu obrotéw i liczba
otwartych pozycji. Zachegcone sukcesem wiladze gieldy wprowadzaly do obrotu kolejne
instrumenty pochodne (tabela 1.4). Obecnie w Polsce sa dwie gietdy, na ktorych przedmiotem
obrotu sa finansowe instrumenty pochodne — wspomniana GPW w Warszawie oraz
Warszawska Gietda Towarowa (WGT). W ofercie GPW sa:

1) kontrakty futures:

a) indeksowe (na indeksy WIG20, TechWIG i MIDWIG),

b) walutowe (na kurs USD 1 EUR),

c¢) na akcje spotek (TP SA, PKN Orlen, Elektrim, Agora, KGHM, Pekao SA, BRE
Bank, Prokom i PKO BP.),

d) na obligacje skarbowe,

2) jednostki indeksowe MiniWIG, bedace w istocie kontraktem futures, ktérego data
wygasnigcia ustalona zostata na ostatni dzien sesyjny grudnia 2025, a cena wykonania
réwna jest wartosci indeksu WIG20 w dniu nabycia (wystawienia) tego instrumentu;
instrumenty te wprowadzone zostaty do obrotu gléwnie z mysla o drobnych
inwestorach, jednak po poczatkowym sukcesie ich obecna popularnos¢ jest niewielka,

3) opcje:

a) indeksowe (na indeks WIG20),
b) na akcje spotek (PKN Orlen, Pekao SA, TP SA, KGHM, Prokom),
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4) warranty (ktore mimo, ze sa w ofercie, to z braku zainteresowania potencjalnych

emitentow nie s3 przedmiotem handlu, ostatnie serie warrantow byly notowane 16

grudnia 2005).

Tabela 1.4. Instrumenty pochodne na GPW w Warszawie.

TechWIG 1 sierpnia 2000
TP SA, PKN Orlen, Elektrim 22 stycznia 2001
18 marca 2002

PKO BP 11 lipca 2005
EUR/PLN 31 maja 1999

WIG20 22 wrzesnia 2003

BPH

26 listopada 2001

Zrodlo: GPW w Warszawie

Z kolei WGT wprowadzita do obrotu
1) kontrakty futures:
a) walutowe (na kurs USD, EUR, CHF, EUR/USD, EUR/HUF, EUR/CZK),
b) procentowe (na stopy 1M WIBOR, 3M WIBOR),
¢) na obligacje skarbowe (2, 51 10 letnie),
2) opcje na walutowe kontrakty futures (wszystkie wymienione wyzej za wyjatkiem
EUR/HUF, EUR/CZK).
Pomigdzy oferowanymi przez obie gietldy instrumentami pochodnymi istnieje kilka
podstawowych réznic, dotyczacych migdzy innymi nominalnej kwoty kontraktu, sposobu

rozliczenia oraz sposobu naliczania depozytu zabezpieczajacego. Na GPW kontrakty
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terminowe rozliczane sa wylacznie pieni¢znie. Na WGT istnieje natomiast mozliwo$¢
rozliczenia takze poprzez fizyczna dostawg (dotyczy to kontraktow futures na obligacje
skarbowe). Na obu gieldach odmienny jest réwniez sposdb naliczania depozytu
poczatkowego. Dla kontraktéw bedacych przedmiotem obrotu na GPW depozyt poczatkowy
ustalany jest procentowo przez Izbg¢ Rozrachunkowa Instrumentéw Pochodnych (IRIP),

dziatajaca jako odrgbny organ przy Krajowym Depozycie Papieréw Wartosciowych (KDPW).

Tabela 1.5. Warto$¢ transakcji zawieranych na rynku instrumentéw pochodnych na GPW w

Warszawie (w mln PLN).

- walutowe

na EUR
na USD

- na akcje 2740,2 4823,7 5467,8 2085,2 1758 100,6 69,8
- na obligacje 3998 265694 664637 - - - :
- na WIG20 28202 18849 11370 2786 636 - =
Jednostki indeksowe 15,84 10,82 8,0 15,6 33,9 61,7 5,6
MINIWIG20

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie danych GPW

Na WGT natomiast, depozyt poczatkowy ma stala warto§¢ wyrazona w PLN.
Poréwnujac wysokosci depozytow poczatkowych podobnych kontraktow walutowych,
bedacych przedmiotem obrotu na obu gietdach, mozna zauwazy¢ przewage WGT — depozyty
te sa znacznie nizsze, lecz mimo tej przewagi obrot kontraktami terminowymi utrzymuje si¢
na niskim poziomie.

Najbardziej rozwinigtym segmentem regulowanego rynku instrumentoéw pochodnych jest

rynek kontraktoéw futures na indeksy gietdowe. Stanowi on 94% obrotéw na rynku

24



terminowym GPW. Drugie, co do wielkosci udziaty mialy opcje, ale byto to zaledwie 2,5%.
Na ten udzial ztozyly si¢ przede wszystkim opcje na WIG20, bowiem opcje na akcje nie
zdobyly uznania wérod inwestorow i ostatecznie GPW zawiesila obrot tymi instrumentami.

Gietdowy rynek instrumentow pochodnych w Polsce wciaz jest rynkiem rozwijajacym
si¢, a w rozwoju wciaz napotyka na wiele barier rozwojowych. Naleza do nich przede
wszystkim:

— staba znajomos¢ rynkéw pochodnych,

— bariera psychologiczna inwestorow,

— konkurencja rynku migdzybankowego,

— niska ptynno$¢ rynku,

— brak popytu ze strony inwestoroéw instytucjonalnych,

— bariery prawne,

— wysokie koszty transakcyjne'”.

Polski rynek kapitalowy jest rynkiem mtodym, na ktérym znajomo$¢ mechanizméw
funkcjonowania jest niepelna. Wsréd inwestoréw dominuje przekonanie o wysokiej
ryzykownos$ci instrumentow pochodnych. Wiele osob traktuje te instrumenty jedynie jako
narzedzie spekulacji, nie uswiadamiajac sobie, ze moga one rowniez stluzy¢ do skutecznego
zabezpieczania si¢ przed ryzykiem. Ze staba znajomoscia rynku instrumentéw pochodnych
Scisle powiazana jest bariera psychologiczna. Derywatywy postrzegane jako wysoce
spekulacyjne, wywoluja nieche¢ u inwestorow z wysoka awersja do ryzyka.

Z przytoczonych statystyk dotyczacych aktywnos$ci bankéw na rynku instrumentow
pochodnych wynika, ze mogltyby one sta¢ si¢ znaczacymi graczami na rynku gietldowym.
Jednak ptynny rynek migdzybankowy niemal w peini zaspokaja potrzeby bankow w tym
zakresie. Nie ma znaczenia przewaga rynku gieldowego w postaci istnienia izby
rozliczeniowej eliminujacej ryzyko kredytowe, bo na rynku migdzybankowym stronami sa
instytucje cieszace si¢ wysokim prestizem, ktore same dbaja o wywiazywanie si¢ ze
zobowiazan zawartych za pomoca instrumentow pochodnych. Decydujaca wydaje sig¢ by¢
natomiast niska ptynno$¢ rynku gietdowego (wyjatek stanowia futures na indeks WIG20).
GPW publikuje roczne wskazniki ptynnosci dla poszczegdlnych derywatyw'®, tabela 1.6

zawiera warto$ci tego wskaznika. Niska plynno$¢ powoduje, ze banki nie sa zainteresowani

'3 Grat A. [2004], Rozwdj gieldowych instrumentéw pochodnych w Polsce na tle tendencji $wiatowych , w: Bank
i Kredyt 4, ss. 13-14

'® Wskaznik plynnosci liczony jest jako procentowy udziat obrotéw na rynku pochodnych do wartosci obrotow
instrumentu bazowego na rynku kasowym.
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zawieraniem transakcji, skladanie zlecen mogloby, bowiem powodowac istotne zmiany cen
rynkowych, a to z kolei grozitoby stratami. Ponadto niski wskaznik ptynnos$ci opcji na akcje
byt jedna z przyczyn bezterminowego zawieszenia obrotu tymi instrumentami 4 lipca 2007

roku.

Tabela 1.6. Wielkos¢ wskaznika plynnosci dla instrumentéw pochodnych notowanych na

GPW w Warszawie.
| pazwainstrumenca 2007 2006 2005 2004 2003 2002 2001
futures na WIG20 256,6 174,1 170,4 164,7 207 171 179,5
futures na TechWIG 0,3 0,4 0,3 0,4 0,2 0,8 2,2
futures na MIDWIG 1,9 0,2 0,2 5,8 4,1 3,6 -
futures na akcje 1,3 2,9 4,6 3,1 3,7 3,6 2,3
opcje na WIG20 10,5 8,9 8,6 3,75 3,74 - -
opcje na akcje 0,0 0,5 1 - - - -

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych GPW

Oproécz bankéw aktywnymi graczami na gieldowym rynku instrumentéw pochodnych
moglyby sta¢ si¢ fundusze inwestycyjne 1 otwarte fundusze emerytalne (OFE). Jednak
obecnie obowiazujace przepisy pozwalaja tym instytucja dokonywacé transakcji na rynkach
derywatyw w bardzo waskim zakresie. Celem takiej transakcji moze by¢ jedynie
zabezpieczenie si¢ przed ryzykiem. OFE moga si¢ zabezpieczaé przed ryzykiem zwigzanym z
lokowaniem aktywow funduszu. Fundusze inwestycyjne natomiast moga zabezpieczaé sig
przed ryzykiem zmiany cen akcji badZ indeksow gietdowych bedacych w portfelu funduszu.

Istotnym czynnikiem ograniczajacym rozwdj gietdowego instrumentdw pochodnych sa
wysokie koszty transakcji, na ktore sktadaja si¢ wysokie prowizje biur maklerskich, a takze
optlaty na rzecz GPW 1 KDPW. Pewne znaczenie ma rowniez brak oprocentowania srodkow
znajdujacych sig¢ na rachunkach depozytowych.

Wymieniona w$rod barier rozwoju gietdowego rynku instrumentéw pochodnych niska
ptynno$¢ utrudnia rowniez wyceng tych instrumentéw, gdyz powoduje brak niezbednych

danych.
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Rozdzial 11

Podstawy wyceny instrumentoéw pochodnych

Idea arbitrazu lezy u podstaw teorii wyceny instrumentow finansowych. Wszystkie
wspotczesne metody wyceny wykorzystuja pojecie arbitrazu. Podej$cie to wymaga bardzo
stabych zalozen. Nie trzeba bowiem naktada¢ warunkéw odnoszacych si¢ do preferencji i
opinii uczestnikoéw rynku. W najprostszej postaci arbitraz oznacza mozliwo$¢ uzyskania stopy
zwrotu wyzszej niz stopa wolna od ryzyka poprzez jednoczesne inwestycje w rozne aktywa.
Budujac modele rynku finansowego zaklada sig, ze arbitraz nie wystgpuje. Brak tego
zatozenia powoduje, ze rynek znajduje si¢ w permanentnej nieréwnowadze, jest wigc zbyt
chaotyczny by mozna go byto modelowa¢. Oczywiscie na rzeczywistych rynkach pojawia si¢
czasem mozliwos$¢ arbitrazu, ale jest to zjawisko o ograniczonej skali wystgpowania i
krotkotrwate — niemal natychmiast jest usuwane w wyniku dziatalno$ci arbitrazystow.

Brak mozliwosci arbitrazu stanowi punkt wyjscia do wyceny instrumentéw pochodnych
zarowno w modelach z czasem dyskretnym jak i ciaglym. W rozdziale przyblizone zostaty
podstawowe koncepcje dotyczace teorii wyceny derywatyw. Przedstawiono rowniez
powszechnie wykorzystywany przez praktykow model Blacka-Scholesa. Ponadto
zaprezentowano ogolny sposdb wyceny instrumentéw pochodnych w przypadku gdy rynek
jest niezupelny. Wiasnie taki typ rynku nalezy rozwazac jesli do wyceny wykorzystywane sa
modele zmienno$ci. Twierdzenia przytaczane sa bez dowodow, te mozna bowiem znalez¢ w
wielu pozycjach'. Uzupelieniem do rozdzialu jest dodatek matematyczny zawierajacy

podstawowe terminy probabilistyczne wykorzystywane w niniejszej pracy.

2.1 Podstawowe zalozenia modeli wyceny instrumentéow finansowych

Budowa modeli wyceny instrumentéw finansowych wymaga wprowadzenia szeregu
zatozen dotyczacych rynku. Zalozenia te sa z jednej strony daleko idaca idealizacja
rzeczywisto$ci, z drugiej znacznie upraszczaja rozwazania i umozliwiaja uchwycenie
zasadniczych problemow teoretycznych. W tabeli 2.1 zestawiono zalozenia bedace punktem
wyjscia do budowy modeli wyceny. Zatozenia te mozna stopniowo rozluznia¢, uzyskujac

modele bardziej realistyczne.

' Np. Jakubowski J., Palczewski A., Rutkowski M., Stettner L. [2003], Matematyka finansowa. Instrumenty
pochodne, Wydawnictwo Naukowo-Techniczne, Warszawa
Bingham N.H., Kiesel R. [2004], Risk... op. cit.,
Delbaen F., Schachermayer W. [2006], The Mathematics of Arbitrage. Springer Finance,
Bjork T. [1999], Arbitrage Theory in Continuous Time, Oxford University Press,
Neftci S.N. [2000], An introduction...op. cit.
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Tabela 2.1. Podstawowe zatlozenia modeli finansowych

- brak kosztow transakcyjnych,

- brak podatkéw,

Rynek jest doskonaty - brak ograniczen dotyczacych krotkiej sprzedazy,
- ceny kupna i sprzedazy sa rowne,

- brak wymogu wnoszenia depozytu zabezpieczajacego.

Brak ryzyka niedotrzymania umow - tOwno$¢ stopy procentowej kredytow i depozytow.
Rynek konkurencyjny - uczestnicy rynku sa cenobiorcami.
Racjonalni uczestnicy rynku - uczestnicy rynku wola wiecej danego dobra niz mniej.

Brak arbitrazu

Zrédto: Bingham N.H., Kiesel R. [2004], Risk neutral valuation. Pricing and Hedging of Financial Derivatives.
Springer, s. 7

Oczywiscie w rzeczywistosci zaden rynek nie jest doskonaly. Jest to typowe zatozenie
upraszczajace, ktore utatwia skupienie si¢ na podstawach wyceny. Podobny charakter ma
zatozenie o braku ryzyka niedotrzymania umowy. Ryzyko upadku firmy — bankructwa, jest
bowiem nieodlacznym elementem dziatalno$ci gospodarczej. Takie ryzyko pojawia si¢
réwniez na poziomie panstw — pomijajac nawet wojny czy zatamania gospodarcze bgdace
skutkiem wojny, w ostatnich dziesigcioleciach dochodzito do przypadkéw nie wywiazywania
sie ze splat pozyczek miedzynarodowych. Z kolei zatozenie o wystepowaniu uczestnikéw
rynku w charakterze cenobiorcOw oznacza, ze nawet bardzo duze zlecenia pojedynczego
podmiotu nie ma wptywu na ceng waloru. Innymi stowy uczestnik rynku moze zakupi¢ badz
zby¢ dowolna ilo$¢ danego instrumentu finansowego nie wplywajac jednoczesnie na jego
ceng. Zatozenie o racjonalnosci uczestnikow rynku jest bardzo stabym zatozeniem, poniewaz
nie wymaga okreslenia preferencji tych uczestnikow. Moga by¢ oni niejednorodni ze wzgledu
na swoje wybory dotyczace konsumpcji i oczekiwania odno$nie stanu gospodarki w
przysztosci. Nalezy zatozy¢ jedynie, ze wola oni wigcej niz mniej lub bardziej precyzyjnie,

wzrost konsumpcji bez ponoszenia dodatkowych kosztow jest zawsze akceptowalny.

2.2 Wycena instrumentow pochodnych w czasie dyskretnym.

Zaktadamy, zZe ustalona jest skonczona przestrzen probabilistyczna (2, F, P) z filtracja
F = (F)I.,, taka ze F, = {@,2}. Rozpatruyjemy model rynku finansowego, na ktérym
wystepuje d + 1 instrumentdw finansowych. Wérdd nich jest jeden instrument pozbawiony
ryzyka (np. obligacja skarbowa lub konto bankowe) oznaczony indeksem O oraz d

instrumentéw ryzykownych indeksowanych od 1 do d. Ceny instrumentéw finansowych sa
opisane przez d + l-wymiarowy wektor S, = (52,52, ...,Std)’, ktory jest mierzalny
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wzgledem o-ciala F,, to znaczy d + 1-wymiarowy proces stochastyczny (S)I_, jest
F-adptowany. Niezbedne jest zatozenie, by proces cen przynajmniej jednego z instrumentow

finansowych miat $cisle dodatnie wartos$ci.

Definicja 2.2.1
Numéraire jest to proces stochastyczny (X,)I_,, ktory jest écisle dodatni dla wszystkich
te{0,1,..T}

Najczesciej role numéraire petni rachunek bankowy z oprocentowaniem réwnym stopie
wolnej od ryzyka, niemniej czasem wygodniej jest uzy¢ innego instrumentu finansowego.
Wybieramy instrument S° jako numéraire. Bez straty og6lnosci zaktadamy w dalszym ciagu,
ze SO = 1.

Strategia inwestycyjna (lub portfelem) ¢ nazywamy d + 1 wymiarowy prognozowalny
proces stochastyczny ¢ = (¢.)i=1 = (@2, o1, ...,gof)’, gdzie ¢! oznacza liczbe i-tych
instrumentoéw finansowych w portfelu w chwili t, ktore znajduja si¢ w nim po ewentualnych
transakcjach dokonanych w chwili ¢t — 1. Oznacza to, ze inwestor ustala sktad portfela w
chwili t na podstawie informacji dostgpnej przed czasem t, czyli w oparciu o proces S;_;.
Sktadowe ¢! moga przyjmowaé wartoéci dodatnie jak i ujemne, zatem dopuszczalna jest
krotka sprzedaz jak i zaciaganie kredytu w rachunku bankowym. Ponadto zaklada sig, zZe

instrumenty finansowe sa doskonale podzielne.

Definicja 2.2.2
Niech tho oznacza warto$¢ portfela w chwili t przy zastosowaniu strategii inwestycyjnej .

Wowcezas Vt(p jest iloczynem skalarnym w przestrzeni R4*1:

d
Ve =¢.-S, ::2@5;, (t=12,..T) iV’ =¢S5,
i=0
Wartos$¢ poczatkowa portfela Vo(p nazywana jest kapitatem poczatkowym.

lloczyn ¢, - S;_; odzwierciedla warto$¢ portfela tuz po ustaleniu jego sktadu w chwili
t — 1, natomiast ¢, - S; oznacza warto$¢ portfela w chwili t tuz po zaobserwowaniu cen, ale
jeszcze przed zmiana jego struktury. Stad
@t + (S¢ = St—1) = @ - A4Sy,
jest zmiana warto$ci rynkowej portfela na skutek zmian cen instrumentéw finansowych jaka

miala miejsce pomigdzy czasem t — 1 i t. Mozna wigc zdefiniowac proces zysku portfela.
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Definicja 2.2.3

Proces zysku G? w strategii ¢ jest okreslony nastgpujaco:

t t
GO = Z 0 (S, — S, ;) = Z 0, - AS.,(t=12,..,T).
=1 =1

Budujac model rynku finansowego zaktada sig, ze zmiana sktadu portfela z ¢, na ;44
przeprowadzana jest zarowno bez przyplywu kapitalu z zewnatrz jak i jego odplywu.

Prowadzi to do ponizszej definicji.

Definicja 2.2.4
Strategia inwestycyjna (portfel) jest samofinansujaca si¢ jesli spetniony jest warunek:
(pt * St = th‘l'l . St' (t = 1,2, ,T - 1)

Zbior wszystkich strategii samofinansujacych oznaczany bedzie przez .

Ewolucja wartosci portfela Vt(p 1 zysku G,fp moze by¢ opisana za pomoca

zdyskontowanego procesu cen, gdzie procesem dyskontujacym bedzie numéraire. Oznaczmy

. ~ sP st sd\ st Ay
zdyskontowany proces cen nastgpujaco: S; = <s_°’s_°’ ""5_0) = (1,5, ""5_0) . Wowczas
t t t t t

zdyskontowany proces wartosci portfela przyjmuje postaé:
—o 1 ~
Vi =F((pt'5t)=(pt'5t: (t=12..T),
t

a zdyskontowany proces zysku:

t t
68 = 00 (Be=58a) = ) 0085, (= 12,..,T),
=1 7=1

Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze z ekonomicznego punktu widzenia zmiana numéraire,

wzgledem ktorego dyskontowany jest proces cen nie ma znaczenia.

Twierdzenie 2.2.1

Niech X; bedzie numéraire. Strategia inwestycyjna ¢ jest samofinansujaca wzgledem S;,

wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ jest samofinansujaca wzgledem %
t

Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy natychmiastowy wniosek, Ze strategia
inwestycyjna ¢ jest samofinansujaca wzgledem S;, wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ jest
samofinansujaca wzgledem S,.

Opis strategii samofinansujacej mozna rowniez wyrazi¢ korzystajac z procesow
zdyskontowanych.
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Twierdzenie 2.2.2
Strategia inwestycyjna ¢ jest samofinansujaca wtedy 1 tylko wtedy, gdy
ASERASE R A

Kolejne twierdzenie méwi o jednoznaczno$ci wyboru procesu huméraire gwarantujacego

samofinansowanie strategii inwestycyjne;j.

Twierdzenie 2.2.3
Jezeli ((p}, 0z, ..., (pf)’ jest prognozowalny 1 V, jest Fy-mierzalny, to istnieje doktadnie jeden
prognozowalny proces @? taki, ze strategia ((p? O, s <p§l)’ jest samofinansujaca z kapitalem

poczatkowym V, = Vo‘p.

Interpretacja ekonomiczna przywotywanego twierdzenia jest do$¢ oczywista - do kazde;j

oo o . . ! . y . .
strategii inwestycyjnej (@f, 97, ..., o) w aktywa ryzykowne mozna dodaé inwestycje ¢ w
numéraire, taka ze calkowita strategia jest samofinansujaca. Wiecej, strategia ¢! jest

okreslona w sposob jednoznaczny.

Z twierdzenia 2.2.3 wynika ponadto, ze do zdefiniowania zdyskontowanego procesu

zysku wystarczy okresli¢ sktadowe ((p%, VE, ..., <p§l)’. Jesli bowiem begda one prognozowalne
to w sposob jednoznaczny powiazane sa (po ustaleniu kapitalu poczatkowego) ze strategia
samofinansujaca.

Majac okreslone ramy modelu mozna zapisa¢ definicj¢ instrumentu pochodnego podana

w rozdziale 1 (definicja 1.1.1) przy uzyciu poje¢ probabilistycznych.

Definicja 2.2.5
Instrumentem pochodnym X z terminem wygasnigcia T nazywamy dowolna Fr-mierzalna

zmienna losowa.

Zatem instrumenty pochodne sa zmiennymi losowymi wykorzystujacymi pelna
informacje dostepna w chwili T.

Jednym z gltéwnych zatozen modelu rynku finansowego jest brak mozliwosci arbitrazu.
Wystepowanie arbitrazu interpretowane jest bowiem, jako istotna utomno$¢ i $wiadczy o
braku efektywnos$ci rynku. Brak arbitrazu nalezy rozumie¢ jako brak strategii umozliwiajace;]
osiagnigcie zysku bez wnoszenia kapitatu poczatkowego i1 bez ponoszenie ryzyka. Ponizsze

definicje sa matematycznym odpowiednikiem tej ekonomicznej zasady.

31



Definicja 2.2.6
Strategi¢ ¢ € @ nazywamy strategia arbitrazowa, jesli spelnione sa nastgpujace warunki:

P{V,’ = 0} = 1, 0raz P{V;Y > 0} = 1i P{V;’ > 0} > 0.

Zatem strategia arbitrazowa to strategia samofinansujaca o zerowej wartosSci
poczatkowej, ktorej wartos¢ koncowa jest nieujemna z prawdopodobienstwem jeden oraz z

dodatnim prawdopodobienstwem ma warto$¢ dodatnia.

Definicja 2.2.7
Moéwimy, ze model rynku M jest pozbawiony arbitrazu, jesli nie istnieje na nim strategia

arbitrazowa.

Kluczowym wynikiem teorii wyceny instrumentéw finansowych jest rownowaznos$¢
braku arbitrazu z istnieniem miary martyngatowej. Zdefiniuyjmy zatem réwnowazna miarg

martyngalowa.

Definicja 2.2.8
Miare probabilistyczna Q zadana na przestrzeni (,F;) nazywamy rOwnowazng miarg
martyngalowa (RMM) jesli:

1. Q jestrownowazna P na (2, Fy)

2. zdyskontowany proces cen S jest Q-martyngalem wzgledem filtracji F.

Zbiér RMM na (2, F;) oznaczany bedzie symbolem P.

Teraz mozna przejs¢ do jednego z podstawowych twierdzen w teorii wyceny
instrumentow finansowych. Twierdzenie to pokazuje, ze istnienie réwnowaznej miary
martyngatowej jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym do tego, aby w modelu rynku

M nie bylo mozliwosci arbitrazu.

Twierdzenie 2.2.4 (o braku arbitrazu)

Na rynku M nie ma mozliwosci arbitrazu wtedy i tylko wtedy, gdy P # 0.

Zaleznos¢ pomigdzy brakiem arbitrazu, a istnieniem miary probabilistycznej
neutralizujacej ryzyko umozliwia uzycie RMM do wyceny instrumentdw pochodnych.

Sposdb w jaki wyceng nalezy przeprowadzi¢ przedstawiono ponize;j.

Definicja 2.2.9

Instrument pochodny X jest osiagalny (attainable), jezeli istnieje strategia ¢ € @, taka ze
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v =X.

Strategie t¢ nazywamy strategia replikujaca.

Oznacza to, ze strategia replikujaca generuje takie same strumienie pieni¢zne w chwili T

jak instrument X. Uzywajac procesoOw zdyskontowanych otrzymujemy:
S%=I7T‘” =V + Gy

Zatem zdyskontowana warto$¢ instrumentu pochodnego jest rowna sumie kapitatu
poczatkowego 1 zdyskontowanego zysku uzyskanego ze strategii ¢.

Na efektywnym rynku powinna by¢ spetniona zasada jednej ceny. Dlatego tez strumienie
pienigzne generowane przez okreslony instrument pochodny musza by¢ wyceniane tak samo.
Gdyby bylo inaczej, to arbitrazy$ci wykorzystaliby mozliwos$¢ osiagnigcia zysku z roéznicy
cen. Stad warunek braku arbitrazu powoduje, ze dla osiagalnego instrumentu pochodnego
jego cena w chwili t jest zdeterminowana przez kapital poczatkowy kazdej strategii
replikujacej (mowimy wowczas, ze instrument pochodny jest jednoznacznie replikowany).
Na przywotanej argumentacji zasadza si¢ podstawowa idea teorii wyceny arbitrazowe;.

Replikujac przeptyw pieni¢zny w danym momencie za pomoca strategii samofinansujacej
mozliwa jest sytuacja w ktorej zysk inwestora w chwili t < T bedzie ujemny. Potrzebne
byloby wigc dodatkowe zalozenie o zdolno$ci inwestora do splaty swoich ewentualnych
dlugow. By unikna¢ probleméw zwiazanych z ujemnym zyskiem wprowadzono pojgcie

strategii dopuszczalnej.

Definicja 2.2.10
Strategia samofinansujaca ¢ jest dopuszczalna (admissible) jezeli V,¥ >0 dla kazdego

t =1,2,...T. Zbior wszystkich strategi dopuszczalnych oznaczana jest symbolem @,.

Koncepcja dopuszczalnosci odzwierciedla ochrong posrednika przed nieograniczona
krotka sprzedaza.

Teraz mozna zaja¢ si¢ podstawowym problem tego rozdziatu - jak majac instrument
pochodny X, czyli przeptyw pienigzny w chwili T, okresli¢ jego warto$¢ (ceng) w chwili
t < T? Dla osiagalnego instrumentu pochodnego, cena ta powinna by¢ okre§lona przez
warto$¢ dowolnej strategii replikujacej w chwili t. To znaczy powinien istnie¢ jednoznaczny
proces wartosci odzwierciedlajacy warto$¢ instrumentu X w chwili t. Nastepne twierdzenie
zapewnia, ze procesy wartosci strategii replikujacych pokrywaja si¢ co dowodzi ich

jednoznacznosci.
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Twierdzenie 2.2.5
Jezeli na rynku M nie ma mozliwosci arbitrazu, to kazdy osiagalny instrument pochodny jest

W sposob jednoznaczny na nim replikowany.

Przywotana w powyzszym twierdzeniu jednoznaczno$¢ pozwala na zdefiniowanie

pojgcia ceny arbitrazowe;.

Definicja 2.2.11
Niech rynek M pozbawiony bedzie mozliwosci arbitrazu, a X oznacza dowolny osiagalny

instrument pochodny z czasem wygasnigcia T. Proces ceny arbitrazowej 1, (X), lub krotko
cena arbitrazowa instrumentu X, jest rowna warto$ci dowolnego portfela replikujacego dany
instrument, to znaczy:

me(X) = V;p'
gdzie ¢ jest strategia replikujaca X.

Analizujac arbitrazowe podej$cie do wyceny opcji nalezy podkresli¢, ze wyznaczenie
ceny instrumentu pochodnego nie wymaga okreslenia zadnych preferencji uczestnikow rynku
poza nienasyceniem, to znaczy uczestnicy zawsze wola wigcej niz mniej, co wyklucza
mozliwos¢ arbitrazu. Zatem wzor na ceng dowolnego osiagalnego instrumentu pochodnego
musi by¢ niezalezny od preferencji inwestoréw. W szczegdlnosci w $wiecie z neutralnym
podejsciem do ryzyka wszyscy uczestnicy rynku musza wycenia¢ instrumenty pochodne tak
samo. To podstawowe spostrzezenie, ktore zawdzigczamy pracom Coxa i Rossa® oraz
Harrisona i Krepsa®, znacznie uproécito wycene instrumentéw pochodnych. W ogdlnej
postaci cena osiggalnego instrumentu pochodnego jest rowna warto$ci oczekiwanej

zdyskontowanej wyptaty wzgledem réwnowaznej miary martyngatowe;.

Twierdzenie 2.2.6

Cena arbitrazowa dowolnego osiagalnego instrumentu pochodnego jest okreslona
nast¢pujacym roOwnaniem, nazywanym martyngatowa metoda wyceny (risk-neutral valuation
formula):

X
m (X)) =S¢ - EC (S_T
0

th> dlat=0,1,..,T, (2.1)

gdzie Q jest RMM.

2 Cox I. C., Ross S. A. [1976], The valuation of options for alternative stochastic processes, Journal of Financial
Economics 3, ss. 145-166

3 Harrison J. M., Kreps D. M. [1979], Martingales and arbitrage in multiperiod securities markets, Journal of
Economic Theory 20, ss. 381-408
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Wzor na ceng arbitrazowa (2.1) wymaga wskazanie RMM. Moze to by¢ ktopotliwe jesli
takich miar jest wigcej niz jedna. Okazuje si¢ jednak, ze jesli wszystkie instrumenty pochodne

sa osiagalne to liczba RMM redukuje si¢ do jedne;.

Definicja 2.2.12
Rynek M jest zupetny, jezeli kazdy instrument pochodny jest osiagalny, to znaczy dla kazdej

Fr-mierzalnej zmiennej losowej X istnieje strategia replikujaca ¢ € @ taka, ze VT(p = X.

Osiagalnos$¢ instrumentow pochodnych jest wigc bardzo pozadana cecha rynku. Kolejne

twierdzenie pokazuje zalezno$¢ pomigdzy zupetnoscia a RMM.

Twierdzenie 2.2.7 (o zupelnosci)
Rynek M na ktérym nie ma mozliwosci arbitrazu jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje dokfadnie jedna miara martyngalowe Q réwnowazna do P wzglgdem ktorej

zdyskontowany proces cen jest martyngatem.

Laczac twierdzenie o braku arbitrazu (twierdzenie 2.2.4) z twierdzeniem o zupetnos$ci

(twierdzenie 2.2.7) uzyskujemy twierdzenie zwane podstawowym twierdzenie wyceny.

Twierdzenie 2.2.8 (podstawowe twierdzenie wyceny®)

Na pozbawionym arbitrazu i zupelnym rynku M istnieje doktadnie jedna RMM .

Przedstawione powyzej rezultaty moga by¢ prezentowane w wielu wariantach i
rozwinigciach. Model zostal zbudowany dla skonczonego, dyskretnego czasu i skonczonej
przestrzeni probabilistycznej. Ostabienie zatozenia o skonczonej przestrzeni probabilistycznej
nie ma wplywu na zalezno$¢ migdzy brakiem arbitrazu a istnieniem RMM. Natomiast
dodatkowe wprowadzenie nieskonczonego horyzontu czasowego powoduje, ze twierdzenie o
braku arbitrazu przestaje obowiazywal. Zastapione zostaje przez stabszy warunek
regularnosci nazywany no free lunch with bounded risk (NFLBR). NFLBR oznacza, ze
maksymalne straty jakie moga mie¢ miejsce w okreslonych strategiach sa ograniczone
(formalna definicj¢ mozna odnalezé w pracy Schachermayera’). Ponadto Schachermayer

6

wyprowadzit twierdzenie analogiczne do twierdzenia o braku arbitrazu’:

Warunek NFRBR jest rtownowazny istnieniu RMM.

* Termin podstawowe twierdzenie wyceny zostato wprowadzone przez Dybviga i Rossa [1987] i jest uzywane na
okreslenie twierdzen aczacych ze soba ekonomiczne zalozenia modelu (takie jak brak arbitrazu) z zatozeniami
matematycznym dotyczacymi istnienia rOwnowaznej miary martyngatowe;.

> Schachermayer W. [1994], Martingale measure for discret-time process with infinite horizon, Mathematical
Finance 4, ss. 25-50

% Schachermayer W. [1994], Martingale...op. cit.
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2.3 Wycena instrumentow pochodnych w czasie ciaglym.

Zakladamy, ze rynek jest doskonaly, a inwestorzy maja mozliwo$¢ dokonywania
transakcji w sposob ciagly w pewnym horyzoncie czasowym T. W tym celu rozwazamy
przestrzen probabilistyczna (2, F, P) z filtracje F = (F;) << Speiniajaca zwykte warunki to
znaczy zupelna i prawostronnie ciagla. Dodatkowo zaktadamy, ze o-cialo F, jest trywialne,
czyli zachodzi nastgpujaca implikacja: A € Fy = P(A) = 0v P(A) = 1. Rozpatrywany
rynek finansowy sktada si¢ z d + 1 pierwotnych instrumentéw finansowych, ktérych ceny sa
opisane przez procesy stochastyczne S2, S, ...,SE w przestrzeni (22, F, P). Zakladamy, ze
procesy te spetniaja nastgpujace warunki:

1. sa adaptowane do filtracji I,

2. sa prawostronnie ciagte z lewostronnymi granicami (cadlag, RCLL)

3. sa $cisle dodatnimi semimartyngatami

Przestrzen (0,F,P) wraz z procesami cen d+ 1 instrumentow bazowych
Sy = (S,?, . Std) nazywana bedzie modelem rynku finansowego M .

Przy wycenie istniejacych na rynku instrumentéw pochodnych potrzebny jest proces

dyskontowy, czyli numéraire.

Definicja 2.3.1
Numéraire jest to proces stochastyczny X;, ktory prawie na pewno jest $ciSle dodatni dla
kazdego t € [0, T].

W dalszym ciagu zakladamy, ze proces S{ opisuje instrument niewyplacajacy dywidendy
i jest prawie na pewno $ci$le dodatni. Instrument S® wybieramy jako numéraire. Na og6t role

r(s)ds

t
numéraire pelni rachunek bankowy B; = elo gdzie r(t) jest procesem

deterministycznym.

Definicja 2.3.2
Strategia inwestycyjna (lub portfelem) nazywamy R%*l-wartoéciowy, lewostronnie ciagly

proces prognozowalny

P = ((p?! (,0%, r(pg)' te [O,T],

taki, ze

d
T
f EP|p?|dt < OO,Z Ep(goé)zdt < o0,
0 i=0
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Powyzsze warunki zapewniaja istnienie calki stochastycznej fot @(u)dS(u). Natomiast
sama strategie inwestycyjna interpretujemy nastgpujaco: ¢ oznacza liczbe jednostek i-tego
instrumentu w portfelu ¢ w chwili t. Intuicyjnie prognozowalno$¢ oznacza, ze sktad portfela
w chwili t jest ustalany przez inwestora na podstawie informacji dost¢pnej przed ¢, czyli na
podstawie procesu cen S(t~) (lewostronnego sasiedztwa t). W dowolnej chwili t zmienna
losowa ¢! moze przyjmowaé zaréwno wartosci dodatnie jak i ujemne wartoéci (oznaczajace

krotka sprzedaz).

Definicja 2.3.3

Procesem wartosci portfela ¢ nazywamy proces iloczyn skalarny

d
tho :=§0t'St=z¢£Stir t €[0,T].
i=0

Procesem zysku w strategii ¢ nazywamy proces

T d
G? ::f p(u)ds, =Zf @LdSy.
0 = Jo

Strategia ¢ jest samofinansujaca jesli spetnia warunek

v =v?+6f, teloTl
Nastepne twierdzenie podkresla elastyczno$¢ w mozliwo$ci wyboru numéraire.

Twierdzenie 2.3.1

Portfel samofinansujacy pozostaje samofinansujacym po zmianie numeraire.

Jesli jako numéraire wybrany zostanie instrument S° to zdyskontowany proces cen jest
okreslony wzorem:

.S,
S, i=— =
t Sé)

St

(1,824, ..., 5¢), gdzie St = 5 dlai=1,2,...d.
¢

Uzywajac zdyskontowanego procesu cen mozna zdefiniowa¢ zdyskontowany proces wartosci

portfela 1 zdyskontowany proces zysku:

d
~<P_Vt(p_ 0 i &i
|4 —F—(Pt‘F ©:St,
t i=1

d t
6f =Y | piasi,
i=1 "0

Warto zwrdci¢ uwagg, ze 5;’) nie zalezy od sktadowej numéraire ¢,.
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Podobnie jak w przypadku czasu dyskretnego mozna wyrazi¢ warunek samofinansowania

za pomoca procesow zdyskontowanych.

Twierdzenie 2.3.2
Strategia ¢ jest samofinansujaca wtedy i tylko wtedy, gdy V,* = V,* + G/, t € [0,T].

Ponadto tho >0 o Vt(p = 0.

Powyzsze twierdzenie jest analogiczne do twierdzenia 2.2.3 1 pokazuje, ze
samofinansujaca strategia jest okreslona jednoznacznie przez kapitat poczatkowy i sktadowe
oL, @?, ...,0% Innymi stowy dowolny zbiér prognozowalnych procesow ¢, ¢?, ..., p%
takich, ze catka stochastyczna fot @LdSL, dla i = 1,2,..d istnieje, moze byé rozszerzony do

samofinansujacej strategii ¢ przez ustalenie kapitatu poczatkowego:

d " d
=7+ [ olasi- pisi
i=1"0 i=1

Wycena instrumentéw pochodnych w modelu z czasem ciaglym réwniez koncentruje si¢
wokol  zalezno$ci pomigdzy brakiem arbitrazu a istnieniem okre§lonej miary

prawdopodobienstwa. Zacznijmy od definicji strategii arbitrazowe;.

Definicja 2.3.4
Samofinansujaca strategia ¢ nazywana jest arbitrazowa, jezeli spelnione sa nast¢pujace

warunki:

w=0  PW=0))=1 P’ >0)>0.

Definicja 2.3.5
Miarg probabilistyczna Q zadana na przestrzeni (2, F) nazywamy (silng) rownowazng miara
martyngatowa (RMM), jesli:
1. @ jest rtownowazna P,
2. Zdyskontowany proces cen instrumentéw bazowych S jest lokalnym Q-martyngatem
(Q-martyngatem).
Oznaczamy zbiér RMM symbolem P.

Na zbior samofinansujacych strategii inwestycyjnych mozna natozy¢ dodatkowe
ograniczenia, wylaniajace klas¢ w ktdrej nie bedzie strategii startujacej z zerowego kapitatu
Vo(p = 0, a mogacej zapewni¢ portfel o dowolnie duzej wartosci w chwili T. Otrzymujemy

wowczas nastepujaca definicje.
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Definicja 2.3.6
Samofinansujaca strategia ¢ nazywa si¢ oswojona (tame) (wzgledem S°), jezeli
¥ >0,te[0,T].

Zbidr wszystkich strategii oswojonych oznaczany jest symbolem @;.

Analizujac proces wartosci portfela wzglgdem RMM dla strategii oswojonych

otrzymujemy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.3.3
Niech ¢ € ®,. Wtedy Vt(p jest nieujemnym lokalnym martyngatem i nadmartyngatem dla

dowolnej miary Q € Z.

Kolejne twierdzenie pokazuje, ze istnienie miary martyngatowej jest warunkiem
wystarczajacym, by w modelu rynku M, wsrdd strategii oswojonych, nie byto mozliwosci

arbitrazu.

Twierdzenie 2.3.4

Niech P # @. Wtedy model rynku M nie zawiera strategii arbitrazowych w ®,.

Brak mozliwosci arbitrazu jest implikowany przez istnienie RMM. Nasuwa si¢ naturalne
pytanie, czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne. W przypadku rynku z czasem dyskretnym
odpowiedz jest pozytywna. Natomiast na rynku z czasem ciaglym warunki braku arbitrazu sa
zbyt mato precyzyjnie wyrazone by takiej odpowiedzi mozna bylo udzieli¢. Jednak po

pewnych uscisleniach zachodzi twierdzenie odwrotne.

Definicja 2.3.7
Proces prognozowalny nazywa si¢ prostym, jesli jest skonczona kombinacja liniowa
proceséw postaci ¥ - Iz, 7], gdzie 74, T, sa momentami stopu, a i jest zmienna losowa

F;,-mierzalng.

Definicja 2.3.8
Prosta strategia inwestycyjna ¢ jest §-dopuszczalna (§-admissible), jesli
P(V¥ =2-6)=1, dlate]o,TI.

Definicja 2.3.9
Proces cen S; spelnia warunek no free lunch with vanishing risk (NFLVR), jesli dla kazdego

ciagu (¢,,) prostych strategii, ktore sa 8,,-dopuszczalne mamy
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P
Ve (¢,) = 0, jesli 6, = 0.

Twierdzenie 2.3.5

Dla rynku M istnieje RMM wtedy i tylko wtedy, gdy jest spetniony warunek NFLRV.
Zat6zmy obecnie, ze na rynku M istnieje silna RMM, ktora oznaczamy P* (co jest
rownowazne z brakiem arbitrazu). Wowczas sposrod instrumentdw  pochodnych
spelniajacych warunek regularnosci (;{—T € L1(P*), czyli dla SX—T istnieje pierwszy moment)
0 0
mozna wyr6zni¢ szczegolng podklaseg.

Definicja 2.3.10

Strategie samofinansujaca ¢ nazywamy P*-dopuszczalna, jesli
t
Gt(p = f (pudgu
0
jest P*-martyngatem. Klas¢ wszystkich strategii P*-dopuszczalnych oznacza si¢ symbolem

o (P*).

Twierdzenie 2.3.6

Na rynku M w klasie ®(P*) nie ma strategii arbitrazowych.

Jak wspomniano wczesniej, przy zalozeniu braku arbitrazu problem wyceny instrumentu

pochodnego redukuje si¢ do istnienia samofinansujacej strategii replikujacej dany instrument.

Definicja 2.3.11
Instrument pochodny X nazywa si¢ P*-osiagalny, jesli istnieje przynajmniej jedna strategia

inwestycyjna ¢ € ®(P*), taka ze VT(p = X . Strategi¢ t¢ nazywamy strategia replikujaca X.
Definicja 2.3.12

Cena arbitrazowa instrumentu P*-osiagalnego X nazywamy ceng, przy ktorej nie ma

mozliwo$ci arbitrazu.

Twierdzenie 2.3.7

Dla dowolnego instrumentu P*-osiagalnego X cena arbitrazowa jest okreslona nastgpujaco:

X
.(X) = SPEF (S—O
T

Tt>. (2.2)

Poniewaz powyzsza cena jest okreslona jednoznacznie, to otrzymujemy nast¢pujacy wniosek.
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Twierdzenie 2.3.8
Jesli dla danego instrumentu istnieja dwie strategie replikujacych ¢, € ®(P*) to
AR IAS

Pozostaje do rozwiazania problem, jak cena instrumentu (2.2) zalezy od wyboru RMM.
W tym celu nalezy zmodyfikowa¢ definicje instrumentu osiagalnego, tak by nie byta

zwiazana z wybrang miarg P*.

Definicja 2.3.13
Strategi¢ samofinansujaca ¢ nazywa si¢ dopuszczalna jesli jest oswojona 1 Q-dopuszczalna

dla pewnego Q € P.

Definicja 2.3.14

Instrument pochodny X nazywa si¢ osiagalny, jesli istnieje strategia dopuszczalna ¢, taka ze
VT(p = X. Model rynku M nazywamy zupelnym, je$li kazdy instrument pochodny jest
osiagalny.

Mozna wykazaé, ze pojgcie osiagalno$ci instrumentu pochodnego jest niezalezne od
wyboru numéraire. Jesli bowiem instrument pochodny jest osiagalny przy jednym wyborze
numéraire, to jest tez osiagalny przy innym, a strategie replikujace sa identyczne. Niemniej

wybor numeéraire moze utatwic analize problemu.

Twierdzenie 2.3.9

Jedli dla osiagalnego instrumentu X istnieja dwie strategie replikujace ¢; € ®(Q,) oraz

) € CD(QZ)a to
E@ (g ﬂ) =E® (g ?t>.
T T

Oznacza to, jesli X jest instrumentem osiagalnym, to istnieje dla niego tylko jedna cena

arbitrazowa.
Twierdzenie 2.3.7 rozwiazuje problem znalezienia ceny instrumentu pochodnego.

Kolejne twierdzenie umozliwia znalezienie strategii replikujacych.

Twierdzenie 2.3.10

Niech ;(—% € L*(P*). Niech M bedzie P*-martyngalem okre$lonym wzorem

7).

X
Mt :EP <_0
ST
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Jesli M dopuszcza przedstawienie catkowe:

d t
M, =170<0+Z f oLdSt
i=1"0

gdzie @1, ..., % sa prognozowalne i lokalnie ograniczone, to instrument X jest osiagalny.

Teraz mozliwe jest sformutowanie twierdzenia, ktore jest analogiczne do twierdzenia o

zupetosci dla czasu dyskretnego (patrz twierdzenie 2.2.7).

Twierdzenie 2.3.11

Jesli silna miara martyngalowa P jest jedyna RMM na rynku M, to rynek M jest zupelny, w

tym sensie, ze kazdy instrument spetniajacy warunek ;(—0 € L1(P*) jest osiagalny.
T

2.4 Model Blacka-Scholesa
Model Blacka-Scholesa, oznaczany MBS, to model rynku zlozonego z d+1

instrumentéw finansowych, ktorymi handluje si¢ w sposob ciagly. Posrod nich jest jeden
instrument bezryzykowny (rachunek bankowy lub rzadziej obligacja), ktérego ceng
oznaczamy B, oraz d-instrumentow ryzykownych (utozsamianych najczegsciej z akcjami) o
cenach S}, i = 1,...d. Dynamika cen instrumentéw finansowych jest opisana nastgpujacymi
rOwnaniami:

dB; = r(t)B.dt, B, =1,

n

asi = si| b@de+ Y oy@dw/ |, Si=pieR, i=1.d
=1

W réwnaniach powyzszych
We= W2, ..., W), 0<t<T,

jest standardowym n-wymiarowym ruchem Browna, ktory wyznacza naturalng filtracje w
przestrzeni (Q,F,P), a r(t) deterministycznym procesem krotkoterminowej stopy
procentowej. Natomiast proces b(t) = (bl(t), ...,bd(t))’, 0<t<T jest wektorem stop
aprecjacji instrumentow ryzykownych, ktore mierza stopg zwrotu w chwili t. Wreszcie proces
o(t) =0;j(t),1<i<d,1<j<n0<t<T jest macierza wspdlczynnikéw zmiennosci
modelujacych chwilowa intensywnos¢ z jaka j-te zrédlo niepewnosci wpltywa na i-ty
instrument finansowy w chwili t. Procesy r(t), b(t) oraz o(t) sa nazywane wspotczynnikami
modelu MBS, Zaklada sig, ze te wspotczynniki sa progresywnie mierzalne i spetniony jest

warunek regularnosci:
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f (Ir@ + Ib®OI + lo@®]IDdt < co. (2.3)
0

Naturalne jest pytanie, czy model MBS jest wolny od arbitrazu. Zgodnie z twierdzeniem
2.3.4 brak arbitrazu jest powiazany z istnieniem RMM. By pokaza¢ w jaki sposob taka miara
moze zosta¢ znaleziona, ponizej przedstawiono klasyczny model rynku Blacka-Scholesa z
jednym instrumentem ryzykownym S;. Odpowiednie rGwnania maja w tym modelu postac:

dB; = rB.dt, By, =1,
dS; = bS;dt + aS,dW;, S, = p € (0, o),
gdzie wspodtczynniki b € R, r,0 € R, sa stale. Wprowadzajac zdyskontowana ceng

. = _ S . A .
instrumentu ryzykownego S; = B—t uzyskujemy ze wzoru Itd réwnanie:
t

dS~t = (b - T')St + thth'
RMM P* jest zdefiniowana pochodna Radona-Nikodyma:

dpP*
=L
a7, =L
gdzie
t 1 t
1©) = exp [ ysaw; -5 [ y()as |
0 0

a proces (y(t):0 <t <T) jest adaptowany, progresywnie mierzalny oraz spelnia warunek
) OT ¥2(s) ds < oo (p.n.). Z twierdzenia Girsanowa (patrz dodatek B, twierdzenie B.5) mamy:
AW, = dW, — y(t)dt,
gdzie W jest P*-procesem Wienera. Zatem wzgledem P* dynamika S, jest opisana
rOwnaniem
dS; = (b —r — oy())S,dt + aS.dW,.
Jesli S, ma by¢ lokalnym P*-martyngatem to musi byé spetniona réwnosé
b—r—oy(t) =0, t € [0,T],
zatem

b—r

y) =y =
Proces y; nazywany jest rynkowa cena ryzyka. Mozna go interpretowaé jako premig za
ryzyko przypadajaca na jednostke zmiennos$ci. Jesli proces ten jest znany, to jest mozliwe
jednoznaczne wyznaczenie miary P*. Dynamika S, wzglegdem miary P* jest opisana

réwnaniem
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dSt = TStdt + O-Stth.

Przedstawione powyzej rozumowanie mozna uogolnic.

Twierdzenie 2.4.1
Jesli model MBS jest wolny od arbitrazu, to istnieje progresywnie mierzalny proces
y:[0,T] x Q - R%, nazywany rynkowa cena ryzyka, taki ze

r(t)ly — b(t) = a(t)y(t), 0<t<T, (2.4)
gdzie 1; jest d-wymiarowym wektorem ztozonym z jedynek.

Odwrotnie, jesli taki proces y istnieje i dodatkowo spetnia warunki:

1) j Iy (®lI%de < o (p.n.)
0

T T

1
2B lexp | [ v@aw, -5 [Iy@IPde || =1
0 0

to model MBS jest wolny od arbitrazu.

Pozostaje problem zupetnosci rynku, ktéry podobnie jak w przypadku arbitrazu zostanie
najpierw rozwazony dla modelu klasycznego (n = d = 1, state wspdtczynniki modelu b, r
oraz d). W modelu tym zostala wyznaczona RMM P*. Niech X bedzie instrumentem
pochodnym, takim ze X € L'(P), wowczas takze X € L'(P*) i mozna zdefiniowaé P*-
martyngat

M(t) = EP'[X exp(—=1T) | F,].

Z twierdzenia o reprezentacji martyngatow (dodatek, twierdzenie B.7) mamy
t
M, = M, + j h(uw)dWw,,
0
gdzie W, jest P*-procesem Wienera. Wtedy dynamika S jest dana rownaniem

ds:t S Ugtth,

oraz
gdzie @} = ’;L;) Zdefiniujmy
t
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skad otrzymujemy samofinansujaca strategie ¢, = (@, i) (patrz twierdzenie 2.3.2).
pokazano tym samym, ze instrument X jest osiagalny

X = My exp(rT) = (92 + ¢15r).
Poniewaz X jest dowolnym instrumentem to rynek MBS jest zupehy.

Analiza przypadku ogdlnego ograniczona zostanie do instrumentéw pochodnych takich,
7e Bi € L1(P*). Z twierdzenia 2.3.11 wiemy, ze jedyno$¢ RMM implikuje zupetnoéé rynku.
T

Ponadto w modelu MBS wszystkie RMM mozna wyznaczy¢ w oparciu o twierdzenie
Girsanowa, zatem miary te sa opisane przez pochodne Radona-Nikodyma wzgledem miary P.
Jednak pochodne te sa okreslone przez proces y spetniajacy warunek (2.4) z twierdzenia
2.4.1. Majac to na uwadze, sformulowanie warunkéw zupetosci rynku MBS wymaga

narzucenia zatozen dotyczacych wspotczynnikoéw modelu.

Twierdzenie 2.4.2
Nastgpujace warunki sg rownowazne:

1. Istnieje jedyna RMM, dla ktérej zdyskontowany proces S, jest martyngatem
2. Model MBS jest zupelny (w tym sensie, ze kazdy instrument X, taki ze Bi € L1(PY)
T

jest osiagalny)

3. Zachodzi réwno$¢ n = d i macierz zmiennosci o (t, ) jest nicosobliwa (A®P)-p. w.

Teraz mozna zajaé si¢ wycena instrumentow pochodnych w modelu Blacka-Scholesa.
Zakladamy, ze d = n (czyli jest tyle instrumentow bazowych ile niezaleznych procesow
Wienera), wspolczynniki modelu spelniaja warunek regularnosci (2.3), macierz o jest
nieosobliwa i rynkowa cena ryzyka y istnieje. Przy tych zaloZeniach model MZS ma

doktadnie jedna miar¢ martyngatlowa P* o pochodnej Radona-Nikodyma

dP*

T 1 T
— = L(©) = exp l j YW, -3 f ly Go)l12du |,
0 0

gdzie
y(@®) =o' (r®)1g — b))

Na podstawie twierdzenia 2.3.1 1 2.3.2 wiadomo, ze taki model jest wolny od arbitrazu i

zupely. Model ten nazywany jest modelem standardowym.
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Twierdzenie 2.4.3

Niech MBS bedzie standardowym d-wymiarowym modelem Blacka-Scholesa, a X

instrumentem pochodnym, takim ze 7 € L*(P*). Cena arbitrazowa instrumentu X dana jest
T

wzorem
T
Tt] =EP" | X exp —fr(u)du F.l.

t

JX
me(X) = BE” |
Br

W celu wyznaczenia wzorow analitycznych rozwazania po raz kolejny zostana zawgzone
do klasycznego modelu Blacka-Scholesa. Zgodnie z ogo6lna teoria cena arbitrazowa
instrumentu pochodnego jest wowczas okreslona wzorem

e (X) = exp(—7(T — 1)) E” [X|F,]
gdzie miara P* jest zdefiniowana w oparciu o twierdzeniem Girsanowa przez pochodna

Radona-Nikodyma

dP*—L(t)— (b—r)W 1(b—r>2t
ap - &P o 2\ o
Ponadto jesli instrument X ma posta¢ X = H(S;) z catkowalng funkcja H: R, — R, to cena

arbitrazowa tego instrumentu jest rowniez dana wzorem 7,(X) = F(t,S;), gdzie F(t,s) jest

rozwiazaniem rownania rozniczkowego Blacka-Scholesa

oF oF 1 0°F

el el - 222 0 _ _

5% (t,s) +rs PR (t,s)+ 505" 53 (t,s) —rF(t,s) =0, (2.5)
F(T,s) = H(s).

W celu uzyskania tego czastkowego rdéwnania rdézniczkowego nalezy zastosowac
przedstawienie Feynmana-Kaca (patrz dodatek B, twierdzenie B.8) dla P*-martyngatu

M, = exp(—rT)E®" [H(Sp)|F,].
Rzeczywiscie, jesli podstawimy G(t,S;) = M;, to z twierdzenia B.8 wiemy, ze G jest
rozwigzaniem czastkowego stochastycznego roéwnania rézniczkowego

3G 3G 1, ,0%
E(t,s)+rs§(t,s)+§a s F(t,s) =0,

z warunkiem poczatkowym G(T,s) = s7"TH(s). Poniewaz
7 (X) = exp(—r(T — ) E” [H(Sp)|F,] = exp(rt)My,
to F(t,s) = exp(rt)G(t,s). Wynika stad, ze G(t,s) = exp(—rt)F(t,s). Wstawiamy to

wyrazenie dla G(t, s) i otrzymujemy (2.5).
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Rozwazajac europejska opcje kupna na instrument bazowy S z cena wykonania K i
terminem wygasniecia T (a wiec H(T) = (S; — K)*) mozna wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang
(co jest fatwiejsze od rozwiazania roéwnania rézniczkowego Blacka-Scholesa) i uzyska¢ wzor

analityczny.

Twierdzenie 2.4.4 (wzor Blacka-Scholesa)
Dla europejskiej opcji kupna instrumentu finansowego S, zachodzi nastgpujacy wzor na ceng
Ci opcjiw chwili 0< t < T:
Cr = S;N(dy(S;, T —t)) — K exp[—r(T — )] N(d5(S,, T — 1)),
gdzie
N (-) jest dystrybuanta rozktadu normalnego,

2
ln%+<r+%>(T—t)
dl(st,T_t)= )

ovT —t
dz(st,T_ t) = dl(St,T— t) _O-VT_ t.

Oryginalne wyprowadzenie rownania Blacka-Scholesa zostato dokonane nieco inaczej’.
Punktem wyjscia byt portfel replikujacy zlozony z jednej opcji i krotkiej pozycji dla
odpowiedniej liczby akcji. Wigeej szczegdélow mozna znalez¢ w oryginalnej pracy.

Model Blacka-Scholesa jest elegancka teoria, ktora zdobyta olbrzymia popularnos¢.
Nalezy mie¢ jednak §wiadomos¢, ze model ten opiera si¢ na kilku mocnych zatozeniach, ktore
rozmijaja si¢ z rzeczywisto$cia. Do gléwnych niedoskonato$ci modelu Blacka-Scholesa,
oprocz standardowych zalozen dotyczacych braku kosztéw transakcyjnych, podatkéw czy
doskonatej podzielnosci instrumentu bazowego, naleza zatozenia odno$nie:

— normalnosci rozktadow zwrotow logarytmicznych (lognormalnosci cen),

— statosci w czasie wspoOlczynnika zmiennosci.

Liczne badania empiryczne wskazuja, ze zwroty logarytmiczne charakteryzuja sig
migdzy innymi wystgpowaniem grubych ogonéw (leptokurtycznoscia) oraz skos$noscia, co
wyklucza rozktad normalny (szerzej problem zostal oméwiony w rozdziale 4).

Rowniez zalozenie o stalo$ci w czasie zmiennosci nie da si¢ obroni¢. Niezaleznie od
uzytej miary zmiennosci typowe jest wystgpowanie duzych wahan zmiennosci. Ponadto

charakterystyczne jest zjawisko grupowania si¢ zmiennosci, czyli wystgpowania okresOw

7 Black F., Scholes M. [1973], The Pricing of Options and Corporate Liabilities, Journal of Political Economy
81, ss. 637-659
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podwyzszonej zmiennosci, po ktoérych nastepuja okresy zmiennosci obnizonej. Dlatego tez,
do wyceny instrumentdw pochodnych wykorzystuje si¢ modele, w ktorych zmienno$¢ jest
réwniez procesem stochastycznym. Jednak uwzglednienie dodatkowego Zrddla losowosci

powoduje, ze model staje si¢ niezupelny.

2.5 Rynki niezupelne.

Podobnie jak dla rynku zupelnego rozpatrujemy model rynku na ktorym znajduje sig
d + 1 instrumentow bazowych, ktérych cena jest okreslona przez procesy stochastyczne
50,81, ...,8%, przy czym SO traktujemy jako numéraire. Przyjmuje si¢, ze procesy Si sa
adaptowane, RCLL 1 $ci$le dodatnimi semimartyngatami. Ponadto zakladamy, Ze nie ma
mozliwoS$ci arbitrazu (co pociaga za sobg istnienie RMM), ale istnieja na rynku instrumenty
pochodne nieosiagalne, czyli takie ktorych wyptaty nie moga by¢ replikowane za pomoca
strategii samofinansujacych (co zgodnie z definicja 2.3.14 oznacza, ze rynek jest niezupeiny).
W S$wietle twierdzenia 2.3.11 nieosiagalno$¢ instrumentdw pochodnych implikuje brak
jednoznaczno$ci RMM. Nasuwa si¢ oczywiste pytanie - jak wyceni¢ nieosiagalne instrumenty
pochodne, to znaczy, ktéra RMM nalezy wybra¢ do wzoru na wycen¢ martyngatowa (2.2).

Naturalna propozycja jest uzycie do tego celu funkcji uzytecznosci inwestora.

Definicja 2.5.1
Funkcja ciagta U: [0, ) — R $cisle rosnaca, $cisle wklgsta, rozniczkowalna w sposob ciagly
oraz spetniajaca warunki

)}1_{{)10 U'(x) =0, }Ci_r)r(l) U'(x) = oo,

jest nazywana funkcja uzytecznosci.

Niech Vt(p bedzie procesem wartosci portfela ¢. Jesli Vo(p = x, to bgdziemy pisac
V;p = Vt(p'x. Oznacza to, ze x jest kapitatem poczatkowym, od ktorego rozpoczynana jest
realizacja strategii samofinansujacej. Celem inwestora jest maksymalizacja oczekiwanej

uzytecznos$ci koncowego zysku przy wszystkich strategiach dopuszczalnych

U(x) = sup EP[U(V,?™)]
PED,

Definicja 2.5.2
Niech dany begdzie instrument pochodny X. Zdefiniujmy

_ )
W(8,x,p) = sup EF [U (VT(p’x g +—X)].
PED, p
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Niech dla kazdego ustalonego (x,p) funkcja W (4§, x,p) jest roézniczkowalna w otoczeniu
6 = 0. Jesli rownanie

ow
% (0, D, X) = O,

ma jednoznaczne rozwiazanie p(X), to rozwiazanie to jest cena sprawiedliwa.

Powyzsza definicja ma naturalng interpretacje. Jesli z poczatkowego kapitatu x
przeznaczymy & na zakup instrumentu X po cenie p, to stan posiadania w chwili T bedzie
rowny VT(p'x_g. Cena p bedzie uczciwa, jesli zostanie spelniony warunek marginalnej stopy
substytucji, to znaczy przeznaczenie niewielkiej czgsci kapitatu na inwestycje w instrument X
w chwili t = 0 ma pomijalny wplyw na osiagana przez inwestora uzyteczno$¢ kapitatu.
Istnienie tego wplywu oznaczaloby, Zze cena p nie moze by¢ uznana za uczciwa, bo na
przyktad dla Z—Z > 0 optacalne bytoby kupowanie instrumentu X, natomiast nieoptacalna
bylaby jego sprzedaz.

Teraz mozna poda¢ ogdlny wzor na wyceng oparty na definicji 2.4.2.

Twierdzenie 2.5.1
Zatozmy, ze U jest rozniczkowalna dla kazdego x € R, i U'(x) > 0. Wtedy cena
sprawiedliwa jest dana wzorem
B [u (v ) x]
U'(x)

p(X) =

dla pewnej strategii ¢* € @,.
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Rozdzial 111

Koncepcje wyceny opcji w oparciu o modele zmiennosci

Przedstawiony w rozdziale 2 model Blacka-Scholesa, mimo uptywu ponad trzydziestu lat
od jego opublikowania, wciaz jest najpopularniejszym modelem wyceny opcji. Gietdy (wsrod
nich Gietda Papieréw Wartosciowych w Warszawie) uzywaja wzoru Blacka-Scholesa do
wyliczenia kursow odniesienia dla notowanych opcji. Do tak spektakularnego sukcesu
przyczynila si¢ glownie prostota stosowania tego modelu, cho¢ jednocze$nie literatura
omawiajaca jego wady jest bardzo bogata. W poprzednim rozdziale wskazano réwniez na
glowne niedoskonato$ci modelu MBS,

Jednym z kierunkow badan uwzgledniajacych powyzsza krytyke jest wykorzystanie do
wyceny opcji modeli zmiennos$ci. Zaleta tych modeli, oprécz oczywistej zdolnosci do
wyjasnienia i opisu ksztaltowania si¢ zmiennosci, jest mozliwo$¢ uwzglednienia rozktadu
innego niz normalny. W rozdziale przedstawiono trzy typy modeli oraz metody ich
wykorzystania do wyceny opcji:

— modele GARCH (uogoélnionej autoregresyjnej heteroskedastycznosci warunkowej),

— modele SV (zmiennosci stochastycznej),

— modele przetacznikowe typu Hamiltona.

3.1 Modele GARCH

Koncepcja modelu, w ktorym warunkowe wariancje zaleza od przeszlych stanow
gospodarki, po raz pierwszy pojawila si¢ w pracy Engle’a’. Praca ta dotyczyta zmiennosci
inflacji w Wielkiej Brytanii. Zaproponowany przez Engle’a model autoregresyjnej
heteroskedastycznos$ci warunkowej (autoregressive conditional heteroscedasticity — ARCH)
byt nastgpnie wielokrotnie modyfikowany i rozszerzany. W empirycznych zastosowaniach,
przy duzej liczbie obserwacji konieczne jest estymowanie duzej ilosci parametrow.
Rozwiazaniem tego problemu okazat si¢ by¢ wuogélniony model autoregresyjnej
heteroskedastyczno$ci warunkowej (generalized autoregressive conditional
heteroskedasticity — GARCH) zaproponowany przez Bollersleva’. W modelu tym do
roOwnania zmienno$ci wprowadzono dodatkowo jej opdznione wartosci, dzigki czemu

zredukowano liczb¢ koniecznych do estymowania parametrow. Kolejne modyfikacje,

' Engle R.F. [1982], Autoregressive Conditional Heteroscedasticity with Estimates of the Variance of United
Kingdom Inflation, Econometrica 50, ss. 987-1007

? Bollerslev T. [1986], Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity, Journal of Econometrics 31,
ss. 307-327
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polegajace na dotaczeniu dodatkowych parametrow w réwnaniu strukturalnym zmiennosci
lub na transformacji tego rownania, umozliwity wychwycenie specyficznych zalezno$ci
migdzy zwrotami a zmiennoscia. Prosta budowa modeli GARCH 1 tatwa estymacja
parametréow przesadzity o ich popularnosci. Sa obecnie najpowszechniej stosowanymi
modelami zmienno$ci instrumentow finansowych, a jednym z wielu ich zastosowan jest
wycena instrumentdw pochodnych.
Niech 7, oznacza procentowy zwrot logarytmiczny® z instrumentu finansowego w chwili
t,ag =1, — E(ry|Fr_1). Model ARCH(g) mozna zapisa¢ za pomoca specyfikacji:
& = 074, (3.1

q
ol =w+ Z a;et (3.2)

i=1
gdzie z; jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie ze $rednia
zero i wariancja jeden (co w skrocie bedzie zapisywane z,~iid(0,1)), w >0 i a; = 0 dla
i=12..q.

Roéwnanie (3.2) opisuje zalezno$¢ polegajaca na tym, ze duze wartosci €2_; pociagaja za
soba duza zmienno$¢ o#. Oznacza to, ze w szeregach generowanych przez proces ARCH
prawdopodobienstwo wystapienia po duzej zmianie kolejnej duzej zmiany jest wigksze niz
prawdopodobienstwo wystapienia zmiany malej. To powoduje, ze modele ARCH sa
przydatne do modelowania szeregéw czasowych, w ktérych wystepuje grupowanie
zmienno$ci. Uogodlnienie modelu ARCH wuzyskano przez dodanie do roéwnania (3.2)
dodatkowego sktadnika, ktore reprezentuja opdznione wartosci zmiennosci. Stad model
GARCH(p,q) opisany jest rOwnaniami:

& = 074, (3.3)

p q
ol =w+ z Biolj + Z a;el; (3.4)
=1 i=1

gdzie z;~1id(0,1), w >0, a; =0 oraz B; =0 dla i=1,2,...q, j=1,2,...p. Ponadto, jesli

spetniona jest nieréwnos$¢:

to model jest slabo stacjonarny”.

3 doktadniej pojecie procentowego zwrotu logarytmicznego zostalo omowione w rozdziale 4
4 Ling S., McAleer M. [2002], Stationarity and Existence of Moments of a Family of GARCH Processes, Journal of
Econometrics 106, ss. 109-117
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Prognoza zmienno$ci na h dni naprzéd, wyliczana za pomoca modelu GARCH(p,q)

wyraza si¢ wzorem:
p q

2 _ 2 _ 2
Otyht = E(Unhlft) =w+ Z Biot+n—je + Z Ai€tin—i|ts

=1 i=1
gdzie ey, = 0fyye dlai > 0 oraz el = €4y 1 044y, = 0fy; dlai > 0.

W podstawowym modelu GARCH rozklad skladnika losowego z, jest rozkladem
normalnym, co jest rdwnoznaczne z tym, ze rozklad warunkowy zmiennej &, jest normalny
N(0,0#). Jednak zaréwno rozktad bezwarunkowy i warunkowy czesto charakteryzuje sig
leptokurtycznoscia i wystgpowaniem grubych ogondéw. W celu lepszego dopasowania modeli
GARCH do takich przypadkéw stosuje si¢ alternatywne rozktady zmiennej z,, migdzy
innymi:

— rozklad Studenta,

— uogo6lniony rozktad bledu (generalized error distribution — GED),

— skos$ny rozktad Studenta.

Standaryzowany rozktad Studenta z v stopniami swobody (dla v > 2) jest rozktadem
symetrycznym o zerowej wartosci oczekiwanej i jednostkowej wariancji, ktorego funkcja

gestoscei dana jest wzorem:

—-(v+1)

r (V -; 1) x2 \ 2
1ta = n(v—2)r (3) (1 o 2> ’ (3:)

gdzie I'(+) jest standardowa funkcja gamma. Rozktad ten przy liczbie stopni swobody dazace;j

do nieskonczonos$ci jest zbiezny do standardowego rozktadu normalnego. Liczba stopni
swobody nie musi by¢ z gory okreslona, lecz jest estymowana wraz z pozostatymi
parametrami modelu.

Uogo6lniony rozktad btedu do rodziny modeli GARCH zostal po raz pierwszy

wprowadzony przez Nelsona’. Podobnie jak rozktad Studenta jest symetryczny, a jego
funkcja ggsto$ci wyraza si¢ wzorem:
1|x

vew (=35
,1.2(1/1#)1“(%)

f&x) = : (3.6)

gdzie

> Nelson D.B. [1991], Conditional Heteroskedacity in Asset Returns: A New Approach, Econometrica 59, ss.
347-370
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r()

Dla v = 2, zachodzi 4 = 1 1 (3.6) jest ggstoscia standardowego rozktadu normalnego. Przy

(3.7)

v < 2 rozklad GED ma grubsze ogony, a przy v > 2 ciensze niz rozktad normalny.
Obserwowane w szeregach finansowych zjawisko sko$nosci mozna uwzgledni¢ przez

zastosowanie skosnego rozktadu Studenta . Funkcja ggstosci tego rozktadu ma postac:

f+f 1sg(f(sx+m)) gdyz<—?

(x) = :
fx LE -l-zé?_1 sg ((sx ;— m)>' ady 7z > _?

gdzie zaklada si¢ ze v > 2, g jest ggstoScia standaryzowanego rozktadu Studenta z v

(3.8)

stopniami swobody okreslona wzorem (3.5), & jest wspotczynnikiem asymetrii oraz

E-¢Mis? =g+t —1-m?

Dla ¢ =1, skos$ny rozklad Studenta z v stopniami swobody staje si¢ symetrycznym
rozktadem Studenta o funkcji ggstosci okreslonej wzorem (3.5).

Skosny rozktad Studenta zaproponowali Fernandez i Steel®, za$ jako rozktad warunkowy
w procesiec GARCH wprowadzili go Osiewalski i Pipien’. Autorzy ci nie zaktadali v > 2, nie
rozwazali wigc wersji standaryzowanej rozkladu, a proces GARCH definiowali stosujac
odwrotno$¢ precyzji (w miejsce wariancji nie istniejacej przy v < 2).

Modyfikacje dotyczace rdéwnania strukturalnego w modelu GARCH umozliwiajace
uwzglednienie obserwowanych wlasnosci finansowych szeregéw czasowych sa bardzo liczne.
Efekt asymetrycznego wptywu informacji na poziom zmiennos$ci pozwala uwzglednié

wyktadniczy model GARCH(p,q) (EGARCH(p,q)), zaproponowany po raz pierwszy przez

6 Fernandez C., Steel M. [1998], On Bayesian Modeling of Fat Tails and Skewness, Journal of the American
Statistical Association 93, ss. 359-371

7 Osiewalski J., Pipien M. [1999], Bayesian forecasting of exchange rates using GARCH models with skewed t
conditional distributions. MACROMODELS’98 — Conference Proceedings, vol.2, ss. 195-218
Osiewalski J., Pipien M. [2000], GARCH-in-Mean through skewed t conditional distributions: Bayesian
inference for exchange rates, MACROMODELS’99 — Conference Proceedings, ss. 354-369
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Nelsona®. Przedstawiona ponizej postaé, wykorzystujaca operator opoznienia L, to najczescie;

przywotywana w literaturze specyfikacja tego modelu, ktora podat Bollerslev i Mikkelsen”:
Inof =w+[1-pW] 1+ a@)]g(z-1), (3.9)

gdzie:

a(l) = ayL + ay L + - + a1,

,B(L) = piL + BZLZ + -+ ,Bpr'

9(z) =v1z;, + Vz(|Zt| - E(IZtI))-

Funkcja g we wzorze (3.9) uwzglednia zaréwno wielko$¢ jak i1 znak innowacji z;. Odchylenie

zmiennej |z;| od jej warto$ci oczekiwanej wptywa na zmiang wariancji warunkowej w sposob

£t

)=

zalezny od kierunku i sity tego odchylenia. Z kolei warto$¢ oczekiwana E(z;) = E(

E (@) zalezy od przyjetego rozktadu innowacji z;:

Ot

— dla rozktadu normalnego mamy:

2
E|Zt|= g’

dla skosnego rozktadu Studenta'’:
48T (1 )W =2
v )
€+ (3) v - VT

Elz| =

dla rozktadu GED:

gdzie A okreslona jest wzorem (3.7).
Innym modelem pozwalajacym uwzgledni¢ asymetrig jest model APARCH'', ktory
wprowadzili Ding, Granger i Engle'’, a w ktorym wariancja warunkowa jest opisana

rOwnaniem:

q p
i =w+ Z a;(le—i| — vier—)? + z Biol, (3.10)
i=1 j=1

8 Nelson D.B. [1991], Conditional..., op. cit.
® Bollerslev T., Mikkelsen H. [1996], Modeling and Pricing Long Memory in Stock Market Volatility, Journal of
Econometrics 73, ss. 151-184
' Dla & = 1 otrzymamy warto$é oczekiwana dla symetrycznego rozktadu Studenta.
"W literaturze czasem mozna spotka¢ si¢ z inng nazwa tego modelu APGARCH.
2 Ding Z., Granger C.W.J, Engle R.F. [1993], 4 Long Memory Property of Stock Market Returns and a New
Model, Journal of Empirical Finance 1, ss. 83-106
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gdzied > 0,-1<y; <1(@=123...,9).

Model APARCH oprocz uwzglednienia asymetrii umozliwia dopasowanie wyktadnika &,
W sposob gwarantujacy istnienie bezwarunkowego momentu rzedu & dla procesu o;. Ponadto
model APARCH(p,q) obejmuje siedem rozszerzen i szczegélnych przypadkéw modelu
ARCH:

— standardowy model ARCH dlad =2, y; =0, ; =0 (=1,2,3....p),

— standardowy model GARCH dla § = 2, y; = 0 (i=1,2,3...,p),

— model TS-GARCH Taylora i Schwerta, gdy § = 1, y; = 0 (i=1,2,3...,p),

— model GJR-GARCH, gdy § = 2,

— model TARCH, gdy § =1,

— model NARCH Higginsa i Bery, gdy y; =0, B; = 0 (i=1,2,3...,p),

— model Log-ARCH Geweke’a i Pentuli, gdy § — 0.

Stosujac standardowy model GARCH do modelowania danych o wysokiej
czgstotliwosci, czgsto zdarza sig, ze suma estymowanych wspotczynnikow a; i ; jest bliska

jeden:

q 4

=1

i=1

W pracy Engle’a i Bollersleva'> model GARCH(p,g), w ktorym:

q 14
ZCZL‘FZﬁJ::l
=1

i=1
nazwany zostal modelem zintegrowanym (IGARCH). Wariancja bezwarunkowa zmiennej &,
generowanej przez proces IGARCH jest nieskonczona, zatem proces & nie jest
kowariancyjnie stacjonarny, moze by¢ jednak $ciSle stacjonarny. Model IGARCH

charakteryzuje silna persystencja, to znaczy trwata zaleznoéé prognozy o2, pje 0d zmiennosci

warunkowej /. Cecha ta istotnie r6zni ten model od kowariancyjnie stacjonarnego modelu
GARCH, w ktorym zalezno$¢ ta zanika w tempie wyktadniczym wraz z wydluzaniem
horyzontu prognozy.

Podzial proceséw wedtug wspomnianej wtasnosci na dwie klasy bytby zbyt restrykcyjny

- finansowe szeregi czasowe wykazuja zalezno$ci dtugookresowe ale nie tak silne. Lukg

" Bollerslev T, Engle R. [1986], Modelling the Persistence of Conditional Variances, Econometric Reviews 3,
ss. 1-50
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pomiedzy procesami o krotkiej pamigci 1 procesami charakteryzujacymi si¢ trwatym
wplywem szokoé6w wypelniaja procesy utamkowo zintegrowane (FIGARCH).
Wariancja warunkowa w modelu FIGARCH(p,d,q) jest okre$lona nastepujaco '

2__ Y 4 [1 —%} £2, (3.11)
gdzie:

(L) =[1—a(l)—pLIA-L)

a(l) = ayL + ayL* + - + a1,

B(L) = il + BoL? + -+ + BpLP,

0 < d < 1 parametr pamigci.

Wystepujaca w (3.11) utamkowa potega (1 — L)% operatora pierwszych réznic moze by¢

przedstawiona za pomoca standardowej funkcji I’ w postaci:

o dr(-a) .
1-L)F=1- _=1r(1—d)r(j+1)“'

Zatem model FIGARCH(p,d,q) zawiera model IGARCH(p,q) (dla d = 1), jak i standardowy
model GARCH(p,q) (dlad = 0).

Definicja modelu FIGARCH(p,d,q) okreslona wzorem (3.11) poddana zostata krytyce
przez réznych autorow. Kwestionowano migdzy innymi uzasadnienia hipotez na temat
stacjonarno$ci tego modelu przedstawione w pracy Bailliego i innych'”. Inna specyfikacje
modelu zaproponowat Chung '

of = 0%+ A(L)(ef — a?), (3.12)
gdzie:

L eWa-n¢ <
M) =1 - Z“

natomiast o2 jest bezwarunkowa wariancja &,.
Zgodnie z propozycja Chunga, w praktyce wartosci tego szeregu sa skracane do i =t —1

przyjmujac jako warto$ci poczatkowe dla £ — o2 zera.

4 Baillie R., Bollerslev T., Mikkelsen H. [1996], Fractionally Integrated Generalized Autoregressive
Conditional Heteroscedasticity, Journal of Econometrics 74, ss. 3-30

'* Ibidem

'® Chung C.-F. [1999], Estimating the Fractionally Integrated GARCH Model, National Taiwan University
Working Paper
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Koncepcja utamkowej integracji zostala rozszerzona na inne modele GARCH.
Bollerslev i Mikkelsen'” przedstawili zintegrowany utamkowo model EGARCH
(FIEGARCH) a Tse'® zintegrowany ulamkowo APARCH (FIAPARCH). Podobnie do
procesu GARCH(p,q), proces EGARCH(p,q) okreslony wzorem (3.9) mozna rozszerzy¢ o
dtuga pamie¢ przez zastapienie wielomianu 1 — B (L) przez wyrazenie ¢(L)(1 — L)%, zatem

model FIEGARCH(p,d,q) jest okreslony nast¢pujaco:

Ino? = w+¢L)(A - L)1+ aL)]g(z-1), (3.13)
Natomiast w przypadku modelu FIAPARCH(p,d,gq) otrzymujemy:
¢(L)(1 - L)?
O'Lfs =w+ [1 — W (lStI ]/St)6 (314)

Uogblniona wersje modelu FIGARCH przedstawit Davidson'® i nazwal ja
hiperbolicznym modelem GARCH (HYGARCH). Roéwnanie HYGARCH(p,a,d,g) mozna
uzyskaé przez zastapienia ulamkowej potegi (1 — L)% we wzorze (3.11) wyrazeniem
1+al[(1-L0)°%-1]:

w Di+af(1-0)¥%-1
1200 ~ 50 + —¢( ) 1 —[(,B(L) ) ] g2, (3.15)
gdzie o parametrach « 1 d zaklada sig, ze sa nieujemne. HY GARCH zawiera model GARCH
(dla parametru a = 0), FIGARCH (dla @ = 1) oraz IGARCH (dlaa = d = 1).

of

3.2 Wycena opcji w oparciu o modele GARCH

Jako pierwszy uzycie modelu klasy GARCH do wyceny instrumentéw pochodnych
zaproponowal Duan®’. W swojej pracy uogélnil tradycyjna koncepcje wyceny przy
neutralnym podejsciu do ryzyka. Podobnie jak w klasycznym podejs$ciu wprowadza si¢ miare
prawdopodobienstwa P, dla procesu nieprzeksztalconego oraz arbitrazowej miary Q,
wzgledem ktorej zdyskontowany proces cen instrumentu finansowego jest martyngalem.
Modyfikacja procesu stép zwrotu, dokonywana jest w taki sposob, by w kazdej chwili
warunkowa warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu byla rowna stopie zwrotu wolnej od ryzyka.
Parametr modyfikujacy proces stop zwrotu nie jest staly w czasie i podejscie to nazwane
zostalo wycena dla zaleznosci (miary) lokalnie wolnej od ryzyka (Local Risk-Neutral

Valuation Relationship - LRNVR).

7 Bollerslev T., Mikkelsen H. [1996], Modeling..., op.cit.

'8 Tse Y.K. [1995], The Conditional Heteroscedastcity of the Yen-Dollar Exchange Rate, Journal of Applied
Econometrics 193, ss.49-55

" Davidson J. [2000], Moment and memory Properties of Linear Conditional Heterscedasticity Models, and a
new Model, Journal of Business and Economics Statistics 2, ss. 16-29

X DuanJ.-C. [1995], The GARCH Option Pricing Model, Mathematical Finance 5, s. 13-32
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Powyzsze warunki mozna zapisa¢ nast¢pujaco:

Var? (1, |Fp_y) = Var@(r|F ), (3.16)
EQ(r|Foy) = (3.17)
Jednym z kluczowych zalozen dla omawianego podejscia jest warunkowa normalnos$¢
stop zwrotu. To zalozenie jest niezbedne, by zapewni¢ niezmienniczo$¢ rozktadu w czasie
przeksztatcania procesu stop zwrotu do martyngatu. Jednak zatozZenie to stoi w sprzecznosci
z przywolywanymi w rozdziale 4 badaniami. Dlatego tez Duan®' zaproponowatl ogélniejsza
wersje swojego podejscia, ktore uwzglednia rozktady inne niz normalny. Zasadnicza idea
rozszerzenia sprowadza si¢ do przeksztalcenia rozktadow gruboogonowych i skosnych do rozktadu
normalnego dla ktorego stosowanie LRNVR jest zasadne. Definicje i twierdzenia przywolywane w

tym podrozdziale pochodza z przytaczanej pracy Duana®.
Niech warunkowa $rednia p, oraz warunkowa wariancja o2 beda funkcjami mierzalnymi
wzgledem zbioru informacji F;_;, wowczas 0golna posta¢ modelu wzgledem miary P mozna

zapisa¢ ponizszymi rOwnaniami:

( St
T(—,6> = U + 0.2
St-1

0?2 = f(05,2,,—0 < s < t,0)

Y z:~D(0,1) (3.18)
ud—1 ,

T(u,6)={ 5 dlau>0iéd>0
Inudlau>0i6d=0

gdzie f to funkcja parametryczna opisujaca wariancje warunkowa, w ktorej wektor 6 jest

\

parametrem, z; jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie ze

srednia zero i wariancja jeden, r to stopa wolna od ryzyka, wreszcie § przyjmuje wartosci

zapewniajace istnienie warunkowej wartosci oczekiwanej dla T (si’ ) ) wzgledem miary P.
t—-1
7(+, §) jest przeksztalceniem Boxa-Coxa, zatem
St St
T ,0) =In——,
<St—1 St-1
S S St — Si-
T<_t,1> _ 0t 2t
St-1 St-1 St-1

Model (3.18) opisuje zwroty logarytmiczne, gdy § = 0 i zwroty proste gdy § = 1.
Wybor wartosci § nie moze by¢ arbitralny. Jesli bowiem w modelu (3.18) przyjmiemy

6=0 oraz z,~t(0,1) to warto§¢ oczekiwana zwrotu prostego nie istnieje (jest

! Duan J.-C. [1999], Conditionally fat-tailed distributions and the volatility smile in options, Working Paper,
Department of Finance, Hong Kong University of Science and Technology

22 :
Ibidem
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nieskonczona). Dzieje si¢ tak, gdyz ta kombinacja zalozen oznacza, ze zwroty logarytmiczne
sa modelowane jako zmienna losowa o warunkowym rozktadzie Studenta. Mamy zatem:

St - St—l St St
R B E e T AN By L B
t—-1 t—-1 t—-1

St
=E? [exp (ln5—> |Tt—1] —1=E%exp(u; + 0¢2¢) |Frq] — 1 = 0.
t-1

By unikna¢ problemu mozna uzy¢ w modelu (3.18) zwrotéw prostych, czyli przyja¢ 6 = 1.
Niemniej ten sposdb postepowania powoduje, ze moga pojawia¢ si¢ ujemne ceny, co z
pewnoscia nie jest cecha pozadana. Takich problemow nie ma jesli zastosowany zostanie
uogolniony rozktad btedu (GED).

Zmienna z; moze zosta¢ przeksztalcona do standardowego rozktadu normalnego za
pomoca odwzorowania:

W(z) = ¢~ [D(2))], (3.19)
gdzie ¢ jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

Rynek opisany modelem (3.18) jest niezupelny, istnieje bowiem dodatkowe zrdédio
niepewnosci, co oznacza, ze istnieja na rynku instrumenty pochodne nieosiagalne, czyli takie
ktorych wyplaty nie moga by¢ replikowane za pomoca strategii samofinansujacych.
Znalezienie RMM wymaga wigc wprowadzenia dodatkowych zatozen dotyczacych
preferencji inwestora.

Niech ¢, 1 t,, gdzie t; < t,, beda dowolnymi catkowitymi momentami czasu. Poniewaz
momenty sa dowolne mozna nimi obja¢ kazdy czas zycia opcji. Ponadto niech U(C;) oraz C;
oznaczaja odpowiednio S$ciSle rosnaca funkcje uzytecznosci inwestora i zagregowana
konsumpcje w chwili t. Zaklada sig, ze inwestor maksymalizuje oczekiwana uzytecznos¢
konsumpcji, a funkcja uzytecznosci jest czasowo separowalna i addytywna (patrz dodatek C,

definicja C.1 1 C.2). Powyzsze zatozenia prowadza do nastgpujacego rownania Eulera na ceng

‘Tt—ll'

gdzie U'(C;) oznacza marginalng uzyteczno$¢ konsumpcji w chwili t, natomiast p jest

dowolnego instrumentu pochodnego w chwili t — 1:

u'(c,)
= EP -
TTe—q [ U’(Ct—l) Tt

wspotczynnikiem niecierpliwos$ci (impatience factor). By warto§¢ oczekiwana istniala,

. .. ( UI(C o, , .
marginalna stopa substytucji (%) musi mie¢ skonczony drugi moment warunkowy
t-1

wzgledem Fy, i miary P.
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Twierdzenie 3.2.1 (o mierze lokalnie wolnej od ryzyka )

Niech dana bedzie miara Q na przedziale [t;, t,, ] zdefiniowana nastepujaco:

ty

U'(Cs)
dQ =exp|—p(t, — t;) + Ts—1s +In———<]|dP, (3.20)
iy U'(Cs 1)

gdzie 1; 44 jest jednookresowa stopa wolna od ryzyka w chwili t. Wowczas miara Q spetnia
ponizsze warunki:

1) Q jest miara prawdopodobienstwa

Ur(Cy)

2)Dla t;+1<t<t, jezeli EP[nf|F,] <o i EP[U<C )
I(Ce-1

‘Ttl] <o to cena

dowolnego instrumentu pochodnego w chwili ¢ — 1 jest rowna:

Ty = e "1t EQm | F,_4]

Ponizsza definicja, podajaca warunki jakie musi spetni¢ miara Q by mogla postuzy¢ do
sprawiedliwej wyceny instrumentéw pochodnych, jest uogolnieniem zaleznosci lokalnie

wolnej od ryzyka.

Definicja 3.2.1 (Generalized Local Risk Neutral Valuation Relationship - GLRNVR)
Miara Q, zdefiniowana rownaniem 3.20, spelnia GLRNVR, jezeli dla ¢; <t<¢t,—1
zachodzi:

1) @~P,

2) istnieje prognozowalny proces A., taki ze P(Z;41) + Ap4q1 jest zmienng losowa o

warunkowym standardowym rozktadzie normalnym wzgledem miary Q,

3) E¢ [Sf__t1| Tt] = exp(Ty,41)-

Pierwsze zatozenie jest czysto technicznym wymogiem zapewniajacym, ze miary P i Q
maja te same zbiory miary zero. Drugi warunek oznacza, Ze neutralizacja ryzyka jest
niezmiennicza, to znaczy charakter rozktadu przeksztalconych innowacji pozostaje bez zmian.
Proces neutralizacja powoduje jedynie zmiany $redniej. Wielko$¢ zmian $redniej, czyli A,

jest zdeterminowana przez trzeci z warunkow.

Twierdzenie 3.2.2 (warunki wystarczajace dla GLRNVR)
Jesli inwestor maksymalizuje oczekiwana uzyteczno$¢ i1 funkcja uzytecznosci jest czasowo
separowalna oraz addytywna, wowczas GLRNVR jest spetnione jesli zachodzi dowolny z

ponizszych warunkow:
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1) funkcja uzytecznosci jest funkcja ze stala wzgledna awersja do ryzyka i

logarytmicznymi zwrotami zagregowanej konsumpcji, to znaczy In C—t 1
t-1

przeksztalcone innowacje (1/) (et)) sq dwuwymiarowa zmienng losowa o warunkowym
(wzgledem F,_,) rozktadzie P-normalnym,

2) funkcja uzytecznosci jest funkcja ze stala bezwzgledna awersja do ryzyka i zwrotami
zagregowanej konsumpcji, to znaczy C; — C;_; oraz przeksztalcone innowacje
(1/) (et)) sa dwuwymiarowa zmienna losowa o warunkowym (wzglgdem F,_))
rozktadzie P-normalnym,

3) funkcja uzyteczno$ci jest liniowa.
Kolejne twierdzenie wynika z podstawienia do modelu (3.18) definicji GLRNVR.

Twierdzenie 3.2.3
Niech warunek GLRNVR bedzie spelniony. Wéwczas dlat; <t <t, — 11 RMM Q uktfad

roéwnan umozliwiajacy wyceng opcji przyjmuje postac:

S _
T (St_;'S) = Ut + o 1(77t — )
77t~N(0;1)

0? = f(0g,2;,—0 < s <tB0)

ze =Y (e — Ap)

(3.21)

gdzie 1,41 jest zmienng losowa o warunkowym (wzglgdem F,) rozktadzie Q-normalnym, a

A¢ jest rozwigzaniem rownania:

EQ[T_l(lJt + o~ (e — Ap), 6)|Frq] = eXp(rt—l,t)'

Twierdzenia 3.2.1 1 3.2.3 daja podstawy do wyceny dowolnego instrumentu pochodnego,
ktoérego instrumentem bazowym jest S;. Z uktadu réwnan (3.21) wynika, ze zdyskontowany
proces cen jest martyngatem, mozna zatem zastosowaé arbitrazowa metod¢ wyceny. Jesli
wyplata z instrumentu pochodnego jest pewna funkcja g(Sr), to przy zalozeniu, ze stopa
procentowa wolna od ryzyka jest stala, cena tej derywatywy w chwili t wyraza si¢ wzorem:

. = exp[—7(T — O] E®[g(S)|F]. (3.22)
Wzor (3.22) wynika wprost z punktu 2) twierdzenia 3.2.1 i1 z prawa iterowanych oczekiwan
(patrz dodatek C, twierdzenie C.1). Poniewaz dynamika S; wzgledem miary Q jest okreslona
w twierdzeniu 3.2.3 problem wyceny opcji sprowadza si¢ do wyliczenia warto$ci

oczekiwane;.
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Odmienne podejécie od zaprezentowanego powyzej zaproponowali Kallsen i Taqqu®,
ktorzy uzyli ciaglej wersji modelu o cechach modelu ARCH, uzyskujac ten sam wynik.
Istnieja réwniez prace, w ktorych wykorzystanie modeli GARCH do wyceny opcji nie
wymaga symulacji, np. Heston, Nandi** wyprowadzili analityczny (wymagajacy jednak
wyznaczenia w sposob numeryczny catki z funkcji zespolonej) wzor oparty na modelu
GARCH(1,1). Z kolei Duan, Gauthier, Simonato® oraz Duan, Gauthier, Sasseville,
Simonato®® przedstawili wyceny wykorzystujace modele GARCH, EGARCH i GIR-
GARCH, w ktorych cena opcji jest aproksymowana. Modele te nie byly wykorzystywane w
tej pracy ze wzgledu na narzucony a priori typ modelu zmienno$ci na podstawie, ktdérego
wyceniane sa opcje. W Polsce wycena europejskiej opcji kupna zajmowali si¢ Osiewalski i

Pipien”’. Autorzy Ci zastosowali podejécie bayesowskie.

3.3 Modele przelacznikowe

Jednym z najpopularniejszych modeli przetacznikowych jest zaproponowany przez
Hamiltona®® model przelacznikowy typu Markowa. W modelu tym zaklada sie, ze rezim
wystepujacy w chwili t jest okreslony przez nieobserwowalny proces s;, ktory przyjmuje M
warto$ci: {1,2,..., M}. Proces s; jest procesem Markowa rzedu pierwszego, zatem biezacy
rezim s; zalezy jedynie od rezimu poprzedniego s;_;, co formalnie mozna zapisaé
naste¢pujaco:

P(st = a¢lse—1 = ag_q, ., $1 = a1, S0 = @) = P(s¢ = a¢lse—1 = a;-q),

gdzie a; przyjmuje wartos$¢ ze zbioru {1, 2,..., M}.

Model jest wigc opisany przez prawdopodobienstwa przejs¢ pomigdzy poszczegdlnymi

stanami. Model ma nastgpujaca posta¢ og6lna:

e — u(se) = ‘Pl(rt—1 - H(St—1)) + -ty (rt—p - .U(St—p)) + Ve (3.23)
Yt = O0t€y, (3.24)

> Kallsen J., Taqgqu M.[1998], Option Pricing in ARCH-Type Models, Mathematical Finance 8, ss. 13-26

** Heston S.L., Nandi, S. [2000], 4 Closed-Form GARCH Option Valuation Model. Review of Financial Studies
13(3), ss. 585-625

 Duan J.-C., Gauthier G., Simonato J.-G. [1998], An Analytical Approximation for the GARCH Option Pricing
Model, Working paper, Rotman School of Management, University of Toronto

% Duan J.-C., Gauthier G., Sasseville C., Simonato, J.-G. [2006], Approximating the GJR-GARCH and
EGARCH Option Pricing Models Analytically, Journal of Computational Finance 9, ss. 41-69

" Osiewalski J., Pipien M. [2005], Bayesian Pricing of an European Call Option using a GARCH Model with
Assymetrics, w: Milo W., Wdowinski P., [red.], Rynki Finansowe. Prognozy a decyzje, Zeszyt Naukowy Folia
Oeconomica 177, Wydawnictwo Uniwersytetu L.odzkiego, £.6dZ, ss. 219-238

** Hamilton J.D. [1989], 4 New Approach to the Economic Analysis of Nonstationary Time series and the
Business Cycle, Econometrica 57, ss. 357-384
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(3.25)

a, y2 a, y2
atzza(st)<1+ 1Yt 1) ) p Yt—p

o(s¢—1) ) o(st—p)’
gdzie:

— 1 — procentowy zwrot logarytmiczny,

p - rzad opdznienia,

etND (011):

— u(sy), a(sy) oraz a;, @; to parametry, ktore nalezy wyestymowac.
Estymowane sa rowniez prawdopodobienstwa przejscia pomigdzy stanami (ze stanu i do
stanu j):
P(sy = jlsg—y =10) = Dij- (3.26)
Poniewaz parametry p;; interpretowane sa jako prawdopodobienstwa, to powinny by¢

one nieujemne oraz spetnia¢ warunek - dla kazdego i:

M
z pij = 1.
=1

Model opisany rownaniami (3.23)-(3.25) nalezy do klasy AR(p)-ARCH(p). Najczgsciej
wykorzystywanym w praktyce modelem przelacznikowy typu Markowa jest model z dwoma
rezimami. Zatem zmienna s; w roéwnaniach (3.23-3.25) jest procesem Markowa o dwoch
stanach przyjmujacych wartosci 1 1 2 (czyli jest to ciag 1 i 2). NajczeScie] przyjmowana
interpretacja jest traktowanie jednego rezimu jako stanu wysokiej aktywnos$ci rynku, a
drugiego jako rynku uspokojonego. Dla dwoch rezimoéw i opdznienia p rzedu pierwszego
model opisany rownaniami (3.23-3.25) przyjmuje postac:

e — u(se) = @1(re—1 — u(se-1)) + ye

Ve = O¢&y,

a vz
62 = o(s,) <1 + G(lsyt t 5)

Natomiast prawdopodobienstwa przejscia (3.28) sa oznaczane nastgpujaco:
P(s¢ = 1ls;-y = 1) = py1y,
P(st = 2|s;—y = 1) = pya,
P(s; = 1lst—y = 2) = pay,
P(st = 2|st—q = 2) = pa2,
gdzie p11 + p12 = lorazpyq +pyp = 1.
Mozliwe jest rowniez wyznaczenie prawdopodobienstw bezwarunkowych P(s; = i),

oznaczajacych prawdopodobienstwo znajdowania si¢ procesu w poszczegolnych rezimach.
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Jesli proces Markowa sterujacy zmiang rezimow jest nieprzywiedlny i nieokresowy (patrz
dodatek C, definicja C.3) to prawdopodobienstwa bezwarunkowe P(s; = i) przebywania
procesu w i-tym rezimie, dla i = 1,2, wyznaczone jest w sposob jednoznaczny:

— P22
2—pi1 — P22

— P11
2= P11 — P22

Odwrotno$¢ prawdopodobienistwa P(s; = i), oznaczana symbolem m(i) moze by¢

P(s;=1) = P(1) =

P(s; = 2) = P(2) =

interpretowana jako $redni czas powrotu procesu do rezimu i. Natomiast oczekiwany dalszy
czas trwania systemu w rezimie I, wyraza si¢ wzorem:

1 1
1-pu pij

d(i) =

Oczekiwany dalszy czas trwania umozliwia oceng Sredniego okres pozostawania w tym
samym rezimie, co jak zostanie pokazane w dalszej czg$ci pracy, ma istotne znaczenie przy
wycenie opcji.

Prognoza zmiennosci na h dni naprzéd, wyliczana za pomoca modelu przetacznikowego

wyraza si¢ wzorem:

14 A2

Ot+h-n|t
O't+h|t Z z P(St+h —]0, s St4h— ) _]plfpt)o'(]() 1+ Z (] 3" )
n

Jo=1 jp=1

gdzie 65, = y*dlas < t.

3.4 Wycena opcji w oparciu o modele przelacznikowe

Probe wykorzystania modeli przelacznikowych do wyceny opcji podjeli juz w 1994 roku
Di Masi, Kabanov i Runggaldier”. Swoje rozwazania oparli na budowie strategii
hedgingowej dostosowywanej do zmieniajacej si¢ $redniej i wariancji w poszczegdlnych
rezimach. Ciekawe rozwiazanie zaproponowali Duan, Popova i Ritchken®®, zastosowali oni
model przetacznikowy z przelaczeniami migdzy parametrami modeli GARCH. Do wyceny
opcji w oparciu o modele przelacznikowe Bollen® uzyt z kolei drzew dwumianowych i
symulacji, natomiast Buffington, Elliott™* rozwiazali w tym celu odpowiednie stochastyczne

czastkowe réwnania rozniczkowe (nie uzyskali jednak wzoru analitycznego — rozwiazanie

¥ Di Masi G.B., Kabanov Y.M., Runggaldier W.J. [1994], Mean-variance hedging of options on stocks with
Markov volatility, Theory of Probability and Its Applications 39, ss.173-181

3 Duan JI.C., Popova 1., Ritchken P. [2002], Option pricing under regime switching, Quantitative Finance 2, ss.
116-132

3! Bollen N.P.B. [1998], Valuing options in regime-switching models, Journal of Derivatives 6, ss. 38-49

32 Buffington J., Elliott R.J. [2002], American options with regime switching, International Journal of Theoretical
and Applied Finance 5, ss. 497-514
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jest numeryczne). Podejécie Buffingtona i Elliotta rozwingli Yan, Yin i Zhang® - réwniez
rozwigzali system czastkowych rownan rozniczkowych, ale wygladzili warunek brzegowy.
Uzyskali dzigki temu wzor analityczny na ceng opcji, ktory jest aproksymacja (wykazali
jednoczesnie, ze ta aproksymacja jest zbiezna z cena sprawiedliwa). Wreszcie Guo™ oraz
Fuh, Wang i Cheng® wyprowadzili analityczny wzor na ceng opcji europejskiej, wychodzac
od dwustanowego procesu dyfuzji. Zaproponowali rowniez wzor przyblizajacy w przypadku
wigkszej liczby rezimow. Prezentowane ponizej podejscie pochodzi z prac Guo oraz
Fuh et. al.

Niech dynamika ceny instrumentu bazowego bgdzie okreslona rownaniem:

dS; = u(sy)Sidt + a(sp)S.dW, (3.26)

gdzie:
S¢ - proces Markowa,
W, - standardowy proces Wienera, niezalezny od s;,
u(s;), o(s;) - srednia i zmienno$¢ o wartosciach uzaleznionych od stanu rynku.

Wzor (3.26) rozni si¢ od klasycznego podej$cia zaproponowanego przez Blacka i
Scholesa®®  wprowadzeniem dwoch — roznych — wartosci  éredniej i zmiennosci
charakterystycznych dla poszczegélnych stanéw rynku. Ze wzgledu na dodatkowy proces s;
model jest niezupelny. Jednym ze sposobow na jednoznaczne wskazanie RMM jest
zaproponowana przez Duffie’ego’’ metoda uzupelnienia rynku. Uzupehienie rynku
sprowadza si¢ do wprowadzenia teoretycznego papieru wartosciowego, ktory wyplaca
wiascicielowi jednostke pieni¢zna w najblizszej chwili zmiany rezimu:

7(t) = inf{u > t|s, # s;:}.

Po wyptacie kontrakt staje si¢ bezwarto$ciowy i emitowany jest nastgpny gwarantujacy
platnosci przy najblizszej zmianie stanu rynku, i tak dalej. Kontrakt taki mozna interpretowac
jako ubezpieczenie kompensujace wlascicielowi straty zwiazane ze zmiang rezimu, stad
nazwa tego teoretycznego instrumentu finansowego — kontrakt zmiany rezimu (change-of-

state contract, COS).

3 Yan H., Yin G.., Zhang Q. [2006], 4 Regime-Switching Model For European Option Pricing, w: Zhang Q.
(red.) Stochastic Processes, Optimization, and Control Theory Applications in Financial Engineering,
Queueing Networks, and Manufacturing Systems, Springer, 2006, ss. 281-300

3 Guo X.. [2001], Information and option pricings, Quantitative Finance, 1, ss. 38-44

% Fuh, C. D., Wang, R. H. and Cheng, J. C. [2002], Option pricing in a Black-Scholes model with Markov
switching. Technical report, Institute of Statistical Science, Academia Sinica, no. C-10.

36 Black F., Scholes M., The Pricing...op. cit.

7 Duffie D., Huang C.F. [1986], Multiperiod security markets with differentia information, Journal of

Mathematical Economics 15, ss.283-303
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Brak arbitrazu i zupetno$¢ rynku implikuja istnienie doktadnie jednej RMM @, wzgledem
ktorej dynamika cen X; jest okreslona rGwnaniem:
dX,; = (r — k(sp) X dt + o (s) X, dW,, (3.27)
gdzie
W, - jest Q-procesem Wienera,

k(s;) = r — u(s;) - koszt zmiany rezimu.

Twierdzenie 3.4.1

Oznaczmy T; calkowity czas pomigdzy O i1 T, podczas ktorego s; =0, gdy stanem
poczatkowym jest stan i (dla i = 1,2). Niech dynamika cen bgdzie okreslona réwnaniem
(3.27), na rynku oferowany jest COS, a stopa wolna od ryzyka jest rowna r. Wowczas cena
europejskiej opcji kupna z czasem do wygasnigcia T 1 cena wykonania K jest okreslona
wzorem:

¢;(T,K,r) = exp(—rT) EQ[max{S; — K,0}|s, = i] =

= exp(— rT)f f —p(ln(y + K),m(t),v(t))f;(t, T)dtdy, (3.28)

gdzie

p(x, m(t), v(t)) jest funkcja gestosci rozktadu normalnego o $redniej m(t) i wariancji v(t),
1 1
m(t) = In(S,) + (k(z) —k() -3 (a2(2) - 02(1))> t+ <r — k(1) - E02(1)> T

v(t) = (62(2) — 02(1)t + o2(VT,

oraz

(x - m(t))
\/— 2 v(t)
fi(t, T) = exp[-P(2)T + (P(1) — P(2))t] - 2(—=P(2)P(1)Tt + P(2)P(1)T2)% :

1

LA LYo
(P(Z)P(l)t> o HP@L g,

)

p(x,m(®),v(t)) =

fo(t,T) = exp[-P()T + (P(2) — P(1))t] - 2(—=P(2)P(1)Tt + P(2)P(1)T2)% .

LA LYo
(P(Z)P(l)t> o H P g,

I, oraz I, jest zmodyfikowana funkcja Bessela:
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()"

zZ\% =
la(2) = (E) kZOk!F(k+a+1)'

Jesli u(1) = u(2), o(1) = 0(2) oraz m(t) i v(t) sa niezalezne to wzor (3.28) redukuje
si¢ do wzoru Blacka-Scholesa. Nalezy zaznaczy¢, ze wzoér daje nam dwie ceny opcji w
zaleznosci od stanu poczatkowego rynku. Poniewaz nie jest mozliwe zidentyfikowanie stanu
rynku w momencie wyceny (z racji nieobserwowalno$ci procesu s; kierujacego zmiana
rezimoéw), to do wyznaczenia jedynej ceny opcji wykorzystuje si¢ S$rednia wazona

prawdopodobienstwami przebywania w poszczeg6lnych stanach.

3.5 Modele zmiennosci stochastycznej

Modele zmienno$ci stochastycznej (stochastic volatility - SV) swoj poczatek biora w
matematyce i ekonometrii finansowej. Powszechnie uwaza sig, ze historia modeli SV bierze
swoj poczatek w latach 70 dwudziestego wieku - po raz pierwszy tego typu procesy pojawity
si¢ w pracy Clarka®®.

W modelach SV zaklada sig, ze istnieja dwa niezalezne od siebie zrodia losowosci. Jedno
z nich wplywa na stope zwrotu instrumentu finansowego, a drugie na zmienno$¢ ceny
instrumentu bazowego. Obecno$¢ dodatkowego procesu innowacji zwigksza elastyczno$¢
modelu SV, jednoczes$nie bardzo utrudniajac estymacj¢ parametrow i obliczanie prognoz
zmienno$ci. W trudnosciach tych nalezy upatrywaé utrzymujacej si¢ przez dlugi czas
niewielkiej popularnosci modelu. Model SV uznawany byt za mniej atrakcyjny od
konkurencyjnych modeli, a zwlaszcza modeli GARCH. Dopiero rozw¢j ekonometrycznych
technik estymacji jaki mial miejsce w drugiej potowie lat 90 ubiegltego wieku umozliwit
petniejsze wykorzystanie modelu.

Przy modelowaniu zmienno$ci za pomoca modeli zmiennosci stochastycznej badany jest
szereg

Ve =Tt — U, (3.32)

gdzie puy = E(1¢|Fr_1) jest $redniag warunkowa, przy czym F,_; jest zbiorem informacji na
temat 7, dostgpnej do dnia ¢ — 1 wiacznie. W badaniach empirycznych $rednia warunkowa
jest pomijana jako nieistotna lub zaklada sig, ze przyjmuje stata wartos¢ u. By zapewnié

poprawne okre$lenie wariancji warunkowej (o > 0) modeluje sie, zamiast samej zmiennosci

¥ Clark P.K. [1973], 4 subordinated stochastic process model with finite variance for speculative price,
Econometrica, 41, ss.135-155
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0?2, jej logarytm In o?. Podstawowy model SV, zaproponowany przez Melino i Turnbulla™

oraz Taylora®” okreslony jest nastepujacymi rownaniami:

yt = O-tgt' (3.33)
o? = gexp(hy), (3.34)
hy = ¢hi_q + opny, (3.35)

gdzie &; 1 1, maja standardowy rozklad normalny oraz sa wzajemnie i szeregowo niezalezne,
h; to ukryta, nicobserwowalna w rzeczywisto$ci zmienna, a ¢, g, g, to parametry. Zmienno$¢
of jest wiec nie tylko funkcja zbioru informacji F,_,, ale zalezy rowniez od dodatkowych
zaburzen 7,. Najczgstsza interpretacja modelu SV jest taka, ze 71, reprezentuja zaburzenia
intensywnos$ci naptywu nowych informacji, natomiast &, reprezentuja zaburzenia zwigzane z
trescig tych informacji. W przypadku gdy &; i n, beda skorelowane ze soba, powyzszy model
umozliwia uwzglednienie czesto wystepujacej w szeregach czasowych asymetrycznosci®'.

Jesli || < 1, to h; jest stacjonarnym procesem autoregresyjnym rzedu pierwszego (AR(1))

2
91

takim, ze h; ma rozktad normalny o $redniej E'(h;) = 0 i wariancji V(h;) = o Zatem o,
ma rozktad log-normalny ze $rednia
2 1 oy
E(of) = gexp 5-1_¢2 : (3.36)

Réwniez parametrom modelu mozna nada¢ pewne interpretacje. Jesli bezwzgledna
warto$¢ parametru ¢ jest bliska 1, to $wiadczy to o persystencji zmiennosci. Wysokie
wartosci parametru skalujacego o wskazuja z kolei na wysoki poziom zmienno$ci. Natomiast
mate warto$ci ¢ przy jednoczesnie duzym 0,? oznaczaja niska prognozowalno$¢ procesu.

Ogblna postaé ciaglego modelu SV moze by¢ zapisana nastepujaco™:

dS, = u,S,dt + o.(hy)S.dW,, (3.37)
dh, = y(t, hy)dt + 6(t, hy)dW/, (3.38)
AW, dw/t = p,dt, (3.39)

gdzie, podobnie jak w modelu dyskretnym, h; jest nieobserwowalna, ukryta zmienna, ktéra
generuje zmienno$¢ ceny instrumentu bazowego. W, i W to dwa standardowe procesy

Wienera, ktére moga by¢ skorelowane i1 zachodzi relacja cov (th, thh) = pdt. Jezeli F,

% Melino A., Turnbull S.M. [1990], Pricing foreign currency options with stochastic volatility, Journal of
Econometrics 45, ss. 239-265

* Taylor S.J. [1994], Modeling stochastic volatility: a review and comparative study, Mathematical Finance 4,
ss. 183-204

* Dla ujemnego wspotczynnika korelacji mozliwe jest uchwycenie efektu dzwigni (leverage effect)

2 Jiang G.J. [2002], Stochastic volatility and option pricing, w: Knight J., Satchell S. [red.], Forecasting
volatility in the financial markrts, Elsevier, Oxford, ss. 47-98
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jest naturalng filtracja, ktéra odzwierciedla wszystkie dostepne informacje do chwili t
wlacznie, to zaktadamy ze u;, a;,y,6 1 p; sa adaptowane do F;. Analogicznie jak w modelu
dyskretnym zmienna h; jest opisana przez wilasne stochastyczne rownanie rézniczkowe
(3.38). Specyfikacja tego rownania moga by¢ rézne, podobnie jak rézne moga by¢ zalozenia
dotyczace p; i postaci funkcji o;(h;). Ponizej przedstawiono najczes$ciej wykorzystywane

modele.

— Model Hullai White’a®: p, = 0, o,(h;) = /hy,
dh, = yh.dt + Sh,dW}. (3.40)
Zatem proces h; jest geometrycznym ruchem Browna.
— Model Scotta*: p, = 0, o,(h;) = gexp (%),
dhy = —Bh.dt + o, dW/ (3.41)
Proces h; jest wigc procesem Ornsteina-Uhlenbacka.
— Model Hestona®: g, (h,) = a\/h_ ,
dh, = (a — Bhy)dt + g, h AW (3.42)

W tym modelu p; # 0 1 najczg$ciej przyjmuje sig, ze py < 0.

Nalezy podkresli¢, ze powyzsze modele byly wprowadzane ze wzgledu na potrzebe
wierniejszego opisu przebiegu cen instrumentéw finansowych. Niemniej dobre wtasnosci
matematyczne, a zwlaszcza mozliwos¢ otrzymania wzoroOw analitycznych na ceng
instrumentéw pochodnych czg¢sto byly wazniejsze od realistycznego odzwierciedlenia procesu

cen. Odpowiednikiem modelu (3.40) dla proceséw z czasem dyskretnym jest model:

Ve = O¢é&y,

Inof = a+¢lnot, +oyn,
w ktorej procesy &, 71, sa wzajemnie niezalezne i &;,n,~iid N(0,1). Model ten jest
rownowazny z modelem SV zdefiniowanym réwnaniami (3.33)-(3.35).
Naturalny zwiazek modeli SV z procesami dyfuzji wskazuje na mozliwos¢

wykorzystania tych modeli do opisu ewoluujacej w czasie zmiennosci.

“ Hull J., White A. [1987], The pricing of options on assets with stochastic volatilities, Journal of Finance 42,
ss. 281-300
* Scott, L.O. [1987], Option pricing when the variance changes randomly: theory, estimation and an
application, Journal of Financial Quantitative Anal. 22, ss. 419-438.
* Heston S.A. [1993], 4 closed-form solution for options with stochastic volatility with applications to bond and
currency options, Review of Financial Studies 6, ss.327-343
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3.6 Wycena opcji w oparciu o0 modele zmiennosci stochastycznej

Modele zmiennosci stochastycznej sa modelami niezupelnymi. Jednym ze sposobdéw na
wybranie jednej RMM jest sparametryzowanie zbioru miar martyngalowych za pomoca
pewnego procesu stochastycznego nazywanego rynkowa cena ryzyka.

Zbior wszystkich mozliwych rownowaznych miar martyngatowych jest okreslony przez
pochodna Radona-Nikodyna wzglgdem miary rzeczywistej P:

aQ

1 t t t
o= e |3 [ 02+ @)= [ naw, - [ nwan|, @

gdzie y = (y4,7,) jest rynkowa cena ryzyka.

Hull i White*® zaktadajac (3.40) oraz y, = 0 (co jest rownowazne stwierdzeniu, ze
systematyczne ryzyko zmienno$ci wynosi zero) uzyskali nastgpujacy wzoér na wyceng
europejskiej opcji kupna:

cuw = exp(—r(T — ) EQ(H|F,) =
exp(—r(T - t))EQ (EQ(Hla(ht)t5u<T)|Tt) =

eXp(_T(T - t))EQ (EQ(H|o(h) t<u<r)|Fe) =
1

1 (7 2
exp(—7(T —t))E?| cps t(ﬁj oz(hu)du) 1F. |, (3.44)

gdzie cpg(t,V) oznacza cene ze standardowego modelu Blacka i Scholesa bedaca funkcja
czasu i stalego wspolczynnika zmiennosci V. Roéwnowaznie wzor (3.44) mozna zapisaé

nastepujaco:

cuw = E© (Stq)(du) - Ke_r(T_t)q)(dZt)); (3.45)

InTt + (r+1VtT) (T-1)
dqy = K 2 ) dyr = dy¢ — ,/VtT(T -1,
V(T =)

1 T
VtT = m‘lt‘: O'Z(hu)du,

gdzie

a @ jest dystrybuanta rozktadu normalnego. W przypadku, gdy zmienno$¢ warunkowa jest

stata wzor (3.45) redukuje si¢ do wzoru Blacka i Scholesa.

* Hull J., White A. [1987], The pricing...op. cit.
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Jeszcze dalej idacym rozszerzeniem modelu Blacka i1 Scholesa sa modele wyceny opcji,
w ktorych rezygnuje si¢ z zalozenia o statosci stopy wolnej od ryzyka — jest ona rowniez
procesem stochastycznym. Wzdr na wyceng europejskiej opcji kupna w takim modelu zostat

podany miedzy innymi przez Amina i Nga™*’:

T-1

cay = E? <St(p(d1t) — Kexp (‘ Z Tr) (p(dZt))r (3.46)
=t
gdzie: @ jest dystrybuanta rozktadu normalnego oraz
St lgr T
M KepC i T2ie

dy = m ) dye = dyp — 72;1 O¢.

Poréwnujac powyzszy wzor ze wzorem (3.45) tatwo zauwazy¢ wspomniane ostabienie
zatozenia o statosci stopy wolnej od ryzyka. Ponadto model zostat sformutowany dla czasu
dyskretnego.

Amin 1 Ng podkreslali, ze pojawiajace si¢ w literaturze wzory na wyceng opcji sa
szczegllnymi przypadkami wzoru (3.46):

— dla modelu Blacka i Scholesa zaklada si¢ stala stopg procentowa i zmiennos$¢ cen

instrumentu bazowego,

— dla modelu Hulla i White’a zaklada si¢ stala stopg procentowa, a zmienno$¢ cen

instrumentu bazowego jest procesem stochastycznym,

— dla modelu Turnbulla i Milne zaklada si¢ stala zmienno$¢ i stochastyczna stopg

procentowa.

7 Amin K.I., Ng V. [1993], Option Valuation with systematic stochastic volatility, Journal of Finance 48, ss.
881-910
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Rozdzial IV

Wilasnosci badanych szeregow czasowych

Finansowe szeregi czasowe wykazuja odmienne wiasnos$ci od narzucanych im a priori w
wielu modelach wyceny. Identyfikacja cech jest kluczowa dla dopasowania do danego
szeregu wlasciwego modelu zmienno$ci. W niniejszym rozdziale przedstawiono najczgsciej
przywolywane w literaturze cechy finansowych szeregow czasowych. Nastgpnie
zwerytfikowano, ktore z tych wlasnosci dotycza rynku polskiego i sprawdzono tym samym

czy stosowanie metod wyceny opartych o modele zmiennosci jest uzasadnione.

4.1 Specyfika finansowych szeregéw czasowych.

Obiektem badan analizy finansowych szeregéw czasowych sa szeregi stop zwrotu (lub
krécej zwroty) instrumentow finansowych. Formutowane sa dwa podstawowe powody, dla
ktorych analizie poddaje si¢ zwroty zamiast cen. Po pierwsze, dla przecigtnego inwestora
rynki finansowe sa bliskie rynkowi doskonatemu, na ktorym wielko$¢ inwestycji nie ma
wplywu na poziom zmiany cen. Z tego wynika, ze stopa zwrotu jest petna i1 niezalezna od
wielkosci inwestycji informacja umozliwiajaca podjecie decyzji inwestycyjnej. Po drugie,
szeregi zwrotOw maja pewne, bardzo uzyteczne wlasnosci statystyczne, jak ergodyczno$¢ i
stacjonarnos¢, ktorych to whasnosci wyjéciowe szeregi cen nie posiadaja’.

Badane zwroty sa zwrotami logarytmicznymi, zatem zwrot za okres od chwilit —1 do t
okreslony jest wzorem:

St
7. =100 - In(InS; —InS;_;) =100 - In (E)
gdzie S; oznaczg ceng instrumentu bazowego w chwili t. Tak okreslone zwroty sa
powszechnie uzywane w badaniach finansowych szeregdw czasowych. Do najczgsciej
wymienianych argumentow uzasadniajacych stosowanie zwrotéw logarytmicznych naleza:

- tatwo$¢ wyliczania zwrotu za okres dluzszy przez agregacj¢ (sumowanie) zwrotow z

podokresow,

- przyjmowanie przez zwrot logarytmiczny warto$ci z calej osi rzeczywiste;,

- proces logarytmu ceny wystgpuje w stochastycznych roéwnaniach rézniczkowych, ktore

sa podstawa modelowania zmiennosci.

' Campbell 1.Y., Lo A.W.,MacKinlay A.C [1997], The Econometrics of Financial Markets, Princton University
Press, New Jersey, s. 9
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W niniejsze] pracy omawiane i wykorzystywane sa modele wyceny opcji oparte o
stochastyczne rownania rézniczkowe, stad wybdr zwrotow logarytmicznych. Niemniej, jesli
warto$ci bezwzgledne analizowanych zwrotow nie sa zbyt wysokie, to z rozwinigcia funkcji
In(1+ x) w szereg potegowy wynika, ze rdznica migdzy zwrotem logarytmicznym a
zwrotem prostym jest niewielka®.

Wspomniana powyzej stacjonarno$¢ zwrotdw instrumentéw finansowych wymaga
formalnej definicji, poniewaz w zatozeniach czg$ci opisywanych w pracy modeli pojawia sig
wlasnie stacjonarno$¢.

Szereg r, nazywa sig $cisle stacjonarnym, jesli faczny rozktad zmiennej wielowymiarowe;j
(rtl,rtz, ,rtk) jest identyczny z rozkladem zmienne;j (rt1+h’rt2+h' ,rtk+h) dla kazdego h i
dowolnego skonczonego ciagu indeksow (ty,t,, ..., t;). Scista stacjonarno$¢ oznacza, ze
taczny rozktad zmiennej wielowymiarowe;j (rt Tty ...,rtn) jest staly ze wzgledu na
przesunigcia w czasie. Jest to bardzo silne zatozenie, trudne do weryfikacji w praktyce. W
przypadku stabej stacjonarnosci zaktada si¢ stato$¢, ze wzgledu na przesunigcia w czasie,
wartosci oczekiwanej E (1) = p i kowariancji cov(ry, 1,_;) = ¥; (ktore zaleza jedynie od 1)*.
Mimo, ze w literaturze dotyczacej finansow zwykle przyjmuje sig, ze szeregi zwrotdw
(logarytmicznych) instrumentéw finansowych sa slabo stacjonarne, to istnieja badania, w
ktorych odrzucono hipoteze o stabej stacjonarnosci®.

Analiza statystyczna ujawnia znaczne zroznicowanie finansowych szeregéw zwrotow
logarytmicznych. Niemniej jednak, liczne badania empiryczne’ wskazuja na wystgpowanie
charakterystycznych dla nich cech. W literaturze anglosaskiej wilasnosci te nosza miano
stylized facts. Ponizej zestawiono list¢ najczesciej przytaczanych faktow empirycznych:

1) Grube ogony rozkladow i Ileptokurtoza. Prawdopodobienstwo wystapienia
nietypowych zmian kursow jest wigksze niz w przypadku, gdyby miaty one rozktad
normalny. Typowe oszacowania kurtozy® mieszcza si¢ w przedziale od 1 do 50, co
swiadczy o duzych odstepstwach od rozktadu normalnego (dla ktérego kurtoza wynosi
0). Indeks ogona rozktadu rozumiany jako rzad k najwyzszego momentu bezwzglednego,

ktory jest skonczony, lub k = co, gdy wszystkie momenty sa skonczone przyjmuje

2 7 wzoru Maclaurina wynika, ze dla niewielkich x In(1 + x) =~ x.

> Tsay R.S. [2002], Analysys of Financial Time Series, Wiley Series in Probability and Statistics, John
Wiley&Sons, New York, s.23

* wiecej Doman M, Doman R. [2004], Ekonometryczne modelowanie dynamiki polskiego rynku finansowego,
AE Poznan, ss. 97-98

> Cont R. [2001], Empirical properties of asset returns: stylized facts and statistical issues, Quantitative Finance,
vol.1, ss. 223-236

® W pracy mianem kurtozy okresla si¢ czwarty moment centralny pomniejszony o 3 (w literaturze okreslanej
jako excess kurtosis)
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

zwykle warto$ci pomigdzy 2 a 5. To wyklucza nie tylko rozktad normalny, ale rowniez
rozktady stabilne.

Asymetria spadkéw i wzrostow. W szeregach notowan akcji i indeksow gietdowych
wartosci bezwzgledne znacznych spadkow sa wigksze od wartosci znacznych wzrostow.
Cecha ta na ogo6t nie dotyczy kurséw walutowych.

Brak autokorelacji. Autokorelacja w szeregach zwrotoéw jest na ogot statystycznie
nieistotna (wyjatek stanowia zwroty srdddzienne, dla ktérych pojawia sig¢ efekt
mikrostruktury rynku). Wystgpowanie istotnej autokorelacji moze by¢ podstawa do
zastosowania prostej strategii — tzw. strategii statystycznego arbitrazu, dla ktorej warto$¢
oczekiwana zyskow bedzie dodatnia.

Grupowanie zmiennoS$ci. Niezaleznie od stosowanej miary zmiennosSci typowe jest
wystgpowanie okresow podwyzszonej zmienno$ci, po ktoérych nastgpuja okresy
zmienno$ci obnizonej. Wiaze si¢ to z wystgpowaniem dodatniej autokorelacji w
szeregach zmiennosci.

Wahania zmiennoSci. Niezaleznie od skali czasu zwroty wykazuja wysoki poziom
wahan zmienno$ci. Przejawia si¢ to miedzy innymi poprzez wystgpowanie okreséw
podwyzszonej zmiennos$ci niezaleznie od sposobu jej estymowania.

Powracanie zmiennoS$ci do Sredniej. Istnieje przekonanie, ze po okresie podwyzszonej
lub obnizonej zmienno$ci nastgpuje jej powrot do pewnego ,,normalnego” poziomu. W
dhugim okresie zmienno$¢ powinna powraca¢ do okre§lonego $redniego poziomu. Uwaza
sig, ze jest to charakterystyczna cecha zmiennosci. Niestety nie jest jasny sposob
wyznaczania tego normalnego poziomu oraz czy jest on stalty w czasie.

Grube ogony rozkladow warunkowych. Rozklady warunkowe zwrotow rowniez
cechuja si¢ grubymi ogonami. Wtasno$¢ ta nie zanika po skorygowaniu szeregu ze
wzgledu na zgrupowania zmienno$ci (na przyklad przez zastosowanie modeli typu
GARCH) - szeregi reszt nadal wykazuja grube ogony, jednak juz w mniejszym stopniu.
Powolne zanikanie autokorelacji w szeregach zwrotow bezwzglednych. Funkcja
autokorelacji szeregow bezwzglednych stép zwrotu wolno maleje, w tempie funkcji
potegowej o wyktadniku z przedziatu od -0,6 do -0,2. Czasem interpretuje si¢ ten fakt
jako oznake wystepowania zaleznosci dtugookresowe;.

Korelacja migdzy zmiennoS$cia a wielkoScia obrotu. Wielkos¢ obrotu jest skorelowana
ze wszystkimi miarami zmiennosci, przy czym nie mozna wskaza¢ dominujacego
kierunku korelacji. W badaniach empirycznych zaobserwowano zaré6wno dodatnig jak i

ujemna korelacje.
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10) Korelacja miedzy zmiennoS$cia a stopa zwrotu. Dla wigkszos$ci stosowanych miar
zmienno$¢ jest ujemnie skorelowana z wielko$cia zwrotu. Oznacza to asymetryczny
wplyw informacji negatywnych i pozytywnych na poziom zmienno$ci. Dobre informacje
powoduja spadek zmiennosci, natomiast po zlych nastgpuje wzrost zmiennosci. Ujemna
korelacja miedzy zmiennoscia a stopa zwrotu czg¢sto jest utozsamiana z efektem dzwigni
finansowej — spadek ceny instrumentu finansowego zwigksza dzwigni¢ finansowa, co
czyni ten instrument bardziej ryzykownym i w konsekwencji powoduje wzrost

zmiennosci .

4.2 Opis wykorzystywanych w pracy szeregéw czasowych

Szeregi czasowe wykorzystywane w niniejszej pracy pochodza z GPW 1 dotycza
instrumentdw bazowych, na jakie moga by¢ wystawiane na tej gietdzie opcje. Sa to zatem
indeks WIG20 oraz akcje spotek: koncernu paliwowego PKN Orlen, banku Pekao S.A., firmy
telekomunikacyjnej TP S.A., koncernu goérniczego KGHM Polska Miedz i1 firmy
informatycznej Prokom®. Analizowane szeregi dotycza zwrotéw dziennych i pochodza z
okresu od 17 listopada 2000 do 21 lipca 2006 (1425 obserwacji). Jako poczatek okresu, w
ktérym badane sa wymienione spotki oraz indeks wybrano datg wprowadzenia nowego
systemu transakcyjnego — WARSET. System ten zmienil organizacj¢ obrotu i znaczaco
wptynat na dynamike rynku.

W tabeli 4.1 zebrane zostaty podstawowe statystyki opisowe analizowanych szeregow.
Srednie dzienne zwroty sa bliskie zeru, dla wiekszosci szeregéw dodatnie - za wyjatkiem TPS
(-0,0103) 1 PKM (-0,0235), wartos¢ tych dwoch spotek spadta bowiem w badanym okresie
odpowiednio o 12% 1 26%. Odchylenia standardowe przyjmuja wartosci z przedziatu od 1,4
do 2,6 i sa najwigksze dla KGH (2,5353) i PKM (2,4085) a najmniejsze dla WIG20 (1,4687).
Jest to $ci§le zwiazane z rozpigto$cia migdzy maksymalna i minimalna wartoscia zwrotu —
jest ona najwigksza dla KGH i PKM (odpowiednio ponad 23 i 22) a najmniejsza dla WIG20
(okoto 11). Cztery szeregi (WIG20, PKN, PEO, TPS) wykazuja prawostronna skosnos¢, dla
pozostalych (KGH 1 PKM) warto$¢ tego parametru jest ujemna, ale bezwzgledna warto$¢

sko$nosci jest stosunkowo niewielka - najwigksza dla KGH (0,3587), najmniejsza dla PKM

7 Istnieja badania, ktére pokazuja, ze reakcja zmiennosci na zmiany stop jest zbyt duza, aby mogta byé
wyjasniona wylacznie poprzez efekt dzwigni. Jako dodatkowe Zrédlo ujemnej korelacji zmienno$ci i stop
zwrotu wskazuje si¢ na zmieniajaca si¢ w czasie premi¢ za ryzyko, por. Christic A.A. [1982], The Statistic
Behaviour of Common Stock Variances: Value, Leverage and Interest Rate Effects, Journal of Financial
Economics 10, ss. 407-432 oraz Campbell J.Y., Hentschel L. [1992], No News is Good News: An Asymmetric
Model of Changing Volatility in Stock Returns, Journal of Financial Economics 31, ss 281-318.

¥ 0d 1 kwietnia 2008 roku firma Prokom przestala istnie¢ po przejeciu przez spotke Asseco Poland. Dzien 28

marca 2008 roku byl ostatnim dniem notowan tej spotki na GPW.
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(0,0360). Badane szeregi charakteryzuja si¢ umiarkowana kurtoza, dla wigkszosci szeregow
zawarta migdzy 1 a 2. Wyjatkiem jest KGH, dla ktorego warto$¢ kurtozy jest najwigksza
(2,1536).

Tabela 4.1. Statystyki opisowe wykorzystywanych szeregéw czasowych

WIG20  WIG20 0,0434 1,4687 5,4830 -5,7306 0,0547  1,0343
KGHM KGH 0,0987 2,5353 9,6511  -13,5282 -0,3587  2,1536
Pekao SA PEO 0,0898 1,9745 11,9189 -7,0759 02536  1,7114
PKN Orlen  PKN 0,0734 1,8999 8,4557 29,2976 0,0582 12908
Prokom PKM -0,0235 2,4085 8,7011 -13,6132 -0,0360 11,6772

TP SA TPS -0,0103 2,1623 10,1783 -8,3587 0,1919  1,1683
Zrédto: Opracowanie whasne

Wyliczone kurtozy nie odbiegaja od wartosci przytaczanych w literaturze jako typowe
dla szeregow czasowych, potwierdzaja wystgpowanie leptokurtyczno$ci rozkltadow. Na
rysunkach przedstawiajacych histogramy i estymatory jadrowe gestosci prawdopodobienstwa
(rysunek 4.1) wyraznie wida¢ wigksze, niz wynikatoby to z rozktadu normalnego, grupowanie
si¢ zwrotow wokol $redniej. Liczebno$¢ przedzialdow w otoczeniu warto$ci $redniej jest
zdecydowanie wyzsza niz pozostatych przedziatow. Wykresy kwantyl-kwantyl dla rozktadu
normalnego (quantile-quantile plot) nie pozostawiaja watpliwosci, co do istnienia grubych
ogondw (rysunek 4.2). Duze rozbieznosci pomigdzy kwantylami teoretycznymi a kwantylami
empirycznymi pojawiaja si¢ dla wszystkich z badanych szeregéw, zwlaszcza na obszarach
znacznie oddalonych od mediany.

Analiza wykresow zwrotow logarytmicznych (rysunek 4.3) wskazuje na istnienie
asymetrii spadkéw i wzrostow dla KGH, PEO, PKN, PKM i TPS. Przy czym dla PEO i TPS
zalezno$¢ jest odwrotna niz ta obserwowana na rozwinigtych rynkach - wartosci bezwzgledne
znacznych wzrostoOw sa znacznie wigksze od wartosci bezwzglednych spadkéw. Taki wynik
jest nieoczekiwany zwlaszcza dla TPS. Jak wspomniano wczes$niej, spotka ta w badanym
okresie miata ujemna stopg zwrotu, co nalezy wiaza¢ z postgpujaca w tym czasie deregulacja

rynku telekomunikacyjnego i rozpoczegcia dziatalnosci konkurencyjnych operatorow.
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Rysunek 4.1. Histogramy 1 estymatory jadrowe ggstosci prawdopodobienstwa na tle gestosci

rozktadu normalnego.
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Rysunek 4.2. Wykresy kwanty-kwantyl dla rozktadu normalnego.
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Rysunek 4.3. Zwroty logarytmiczne badanych szerwgdow.
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Na rysunku 4.4 mozna zaobserwowac, ze badane szeregi nie wykazuja wystgpowania
autokorelacji. Warto$ci wspotczynnika korelacji na ogdét nie przekraczaja poziomu
statystycznej istotno$ci, a ewentualne przekroczenia tego poziomu s3 nieznaczne. W
literaturze tematu autokorelacja przywotywana jest w kontekscie efektywnosci rynku i jej
brak moze $wiadczyé o efektywnosci GPW”.

By zbada¢ grupowanie si¢ zmienno$ci mozna wyznaczy¢ autokorelacje zwrotow
bezwzglednych lub ich kwadratow'’. Na rysunku 4.5 zamieszczono autokorelacje zwrotow
bezwzglednych wraz z dopasowang linig trendu. Dla wigkszos$ci szeregéw autokorelacje te
przyjmuja znaczace, dodatnie wartosci, nastgpnie zmniejszaja si¢, osiagajac wartosci ujemne
dla znacznych opo6znien. Wyjatek stanowi szereg PEO 1 PKN, dla ktérego autokorelacja
bardzo szybko (juz dla op6znienia rzedu drugiego) spada do warto$ci bliskich statystycznie
nieistotnym 1 oscyluje wokoét nich. Dla pozostatych szeregéw, zaobserwowane na rysunkach
wlasno$ci $wiadcza o grupowaniu si¢ zmiennos$ci, a linie trendu potwierdzaja zanikanie
autokorelacji w szeregach zwrotow bezwzglednych w tempie funkcji potggowej. Niemniej
tempo zanikania jest relatywnie szybkie, wartosci bezwzgledne wykladnikow funkcji
potegowej sa stosunkowo duze. Jedynie dla szeregu TPS wyktadnik tej funkcji (-0,5177)
nalezy do typowego dla rynkéw rozwinigtych przedziatu (-0.6,-0.2).

Rysunek 4.6 przedstawia zmienno$¢ wyestymowana dla poszczegélnych szeregéw za
pomoca modelu GARCH(1,1). Widoczne sa na nim wahania zmienno$ci, okresy
podwyzszonej zmiennos$ci przeplataja si¢ z okresami nizszej zmiennosci. Szczego6lnie duze
fluktuacje mozna zaobserwowa¢ dla PKM i KGH, mniejsze dla WIG20 oraz PKN.

Przeprowadzona analiza korelacji pomi¢dzy wielkoscia obrotu a zmiennos$cia rowniez
wyestymowang za pomoca modelu GARCH(1,1) wskazuje na silng zalezno$¢ migdzy tymi
wielkosciami dla wszystkich analizowanych szeregow (rysunek 4.7), zwlaszcza dla PKN
(wspotczynniki korelacji osiagaja niemal 0,35) Przy czym dla KGH, PEO, PKM i PKN
wspotczynnik korelacji jest dodatni (co wskazywatoby na wzrost zmienno$ci wraz ze
wzrostem obrotow), a dla WIG20 i TPS ujemny. Nie ma natomiast regularnosci dotyczacej
rzedu opdznien dla ktoérego badana korelacja przyjmuje maksymalne wartosci. Dla szeregu
WIG20 i TPS wspotczynnik korelacji rosnie wraz z rzgdem opoznien, dla pozostatych
szeregdbw wspolczynnik korelacji jest najwigkszy dla niewielkich opdznien 1 maleje wraz ze

wzrostem ich rzedu.

? por. Szyszka A. [2003], Efektywnos¢ GPW w Warszawie na tle rynkéw dojrzatych, Wydawnictwo AE Poznan,
Poznan, s. 38
% Cont R. Empirical...op.cit. $.230
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Rysunek 4.4. Badanie autokorelacji w szeregach zwrotu.
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Rysunek 4.5. Autokorelacje zwrotow bezwzglednych.
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Rysunek 4.6. Zmienno$¢ wyestymowana za pomoca modelu GARCH.
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Rysunek 4.7. Korelacja migdzy wielkos$cia obrotow a zmienno$cia wyestymowana za pomoca

modelu GARCH.
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Rysunek 4.8. Korelacja migdzy wielko$cia zwrotdéw a zmiennoscia wyestymowana za

pomoca modelu GARCH.
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Badanie zaleznos$ci pomig¢dzy wielkos$cia zwrotow a zmiennoscia wyestymowana z uzyciem
modelu GARCH(1,1), wykazalo brak efektu dZwigni (rysunek 4.8). Okresy podwyzszonej
zmiennosci nie rozpoczynaja si¢ od duzych zwrotow ujemnych, zatem dodatnie i ujemne
zwroty nie wywieraja asymetrycznego wptywu na poziom zmiennosci. Jedynie dla szeregu
KGH mozna dopatrzy¢ sig¢ istotnej statystycznie zalezno$ci pomigdzy wspomnianymi
wielkos$ciami dla niektorych rzedow opdznien, ale jest to staba zaleznos¢.

Przeprowadzona analiza szeregéw zwrotow potwierdzila wystgpowanie jedynie
niektorych charakterystycznych cech. Na wciaz rozwijajacym si¢ polskim rynku kapitalowym
szeregi czasowe maja inne wlasnosci niz szeregi obserwowane na rynkach dojrzatych.
Informacje uzyskane w tym rozdziale postuza do mozliwie najlepszego dopasowania

badanych modeli wyceny opcji.
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Rozdzial V

Wycena opcji notowanych na Gieldzie Papierow Wartosciowych w

Warszawie

W rozdziale tym dokonano estymacji modeli zmiennosci i odrzucono te, ktorych
parametry sa nieistotne. Nast¢pnie wybrano modele najlepiej dopasowane do badanych
szeregdbw. W tym celu postuzono si¢ kryterium informacyjnym Schwarza i jako$cia
generowanych przez model prognoz. Do oceny jako$ci prognoz wykorzystano bledy prognoz
(odnoszone do zmiennos$ci zrealizowanej), ktére umozliwity budowe rankingéw modeli. Tak
wyselekcjonowane modele postuzyly do wyceny opcji. Uzyskane wyniki poréwnano z

cenami rynkowymi i cenami uzyskanymi z modelu M 55,

5.1 Estymacja i wybor modeli zmiennoSci

Dla danych omoéwionych w poprzednim rozdziale estymowano modele o przedstawionej
w rozdziale trzecim specyfikacji i rozktadach. Do obliczen wykorzystano dziatajace w
srodowisku Ox programy TSM 4.2 Davidsona oraz svmodel.ox, towarzyszacemu pakietowi
SsfPack autorstwa Koopmana, Shepparda i Doornika. W przypadku modeli GARCH badano
okoto 300 réznych specyfikacji. Sposrod nich tylko nieliczne miaty istotne parametry. Tabela
5.1 przedstawia ich liste. Dla PEO i PKN takich modeli jest tylko 9, dla WIG20, KGH i PKM
odpowiednio 17, 12 1 20. Wyjatkowo duzo (42) na tle pozostalych szeregéw udato sig
wyestymowac dla szeregu TPS. Zaskakujacy jest fakt, ze dla szeregu PEO, w$rod modeli o
istotnych parametrach nie bylo najprostszych, a jedynie modele wyktadnicze GARCH i jeden
model APARCH. Natomiast dla szeregu TPS duzo jest modeli, dla ktérych rzad opdznien p
jest rowny 0 (co oznacza, ze modele te redukuja si¢ do ARCH(q)), a rzad op6znien q osiaga
wartosci az do 4 wilacznie.

Z przedstawionego zbioru modeli wybrany zostal model najlepszy ze wzgledu na
kryterium informacyjne Schwarza, nazywane tez bayesowskim kryterium informacyjnym
(Bayesian Information Criterion — BIC). Zdecydowano si¢ na to kryterium ze wzgledu na
karg naktadana za nadmierna ztozono$¢ modelu. Kara jest rowna logarytmowi naturalnemu z
dhugos$ci proby pomnozonemu przez liczbg estymowanych w modelu parametréw. Kryterium
BIC preferuje wigc modele prostsze. Zatem kryterium informacyjne Schwarza jest

wyznaczane z€¢ wzoru:

1
BIC=L—§-klnn, (5.1)
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gdzie:

L — maksimum logarytmu funkcji wiarygodnosci,
k — liczba estymowanych parametrow,

n — dlugos¢ szeregu czasowego (liczba obserwacji).

Wartosci kryterium Schwarza w estymowanych modelach przedstawia tabela 5.2.
Najwyzsze wartosci kryterium BIC uzyskaly modele stosunkowo proste. Dla WIG20, PKM i
TPS najlepszym modelem okazat si¢ by¢ model GARCH(1,1) z rozkladem GED, a wigc
jeden z najprostszych modeli uwzgledniajacych leptokurtyczno$¢. Dla KGH najwigksza
warto$¢ kryterium Schwarza miat model GARCH(1,1) z rozkladem Studenta. W rozdziale
trzecim pokazano, ze w sytuacji gdy zwroty logarytmiczne sa modelowane jako zmienna
losowa o warunkowym rozktadzie Studenta, to warto§¢ oczekiwana zwrotu prostego nie
istnieje (jest nieskonczona). Dlatego tez do wyceny opcji wybrano pierwszy w kolejnosci
model, ktory nie sprawia takich probleméw: AR(1)-GARCH(1,1) z rozkladem normalnym.
Model ten zajmuje dopiero 7 miejsce, ale przy wartosci kryterium tylko nieznacznie
mniejszym (niespelna 0,5%). Podobnie postapiono dla szeregow PEO 1 PKN. W ich
przypadku najlepszymi okazaty si¢ modele bardziej ztoZzone - odpowiednio EGARCH(2,1) i
EGARCH(1,1) z rozktadem Studenta. Modele te zostaly zastapione modelami o tej same;j
specyfikacji, ale z rozkltadem GED. Warto zaznaczy¢, ze rdéznice wartosci BIC migdzy
najlepiej 1 najgorzej dopasowanym modelem sa stosunkowo nieduze od niespetna 1% dla
szeregbw KGH, PEO, PKN, do nieznacznie przekraczajacych ten poziom w przypadku
WIG20 i PKM. Jedynie dla TPS roznice przekraczaja 2% co wynika przede wszystkim z
duzej ilo$ci modeli, ktére udato si¢ dla tego szeregu wyestymowac.

Dla kazdego z szeregdbw wybrano rowniez model najlepszy ze wzgledu na jako$¢
prognoz. Do oceny jako$ci prognoz uzyto 100 obserwacji (od 27 lutego do 21 lipca 2006).
Prognozy odnoszone sa do opartej na zwrotach $roddziennych (5 minutowych) zmiennosci
zrealizowanej. Jako miar¢ zmienno$ci zrealizowane] przyj¢to zaproponowana przez
Andersena, Bollersleva, Diebolda i1 Ebensa’ sume kwadratéw zwrotéw $roddziennych bez

uwzgledniania zwrotu nocnego:

D
RV = Z 24, (5.2)
d=1

gdzie 1; 4 to zwroty Sroddzienne (f oznacza numer dnia, d numer kolejnego zwrotu w ciagu
dnia), a D jest liczba notowan $réddziennych o danej czgstotliwosci.

' Andersen T. G., Bollerslev T., Diebold F. X., Ebens H. [2001], The distribution of realized stock return
volatility, Journal of Financial Economics 61, ss. 43-76
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Tabela 5.1. Lista modeli GARCH o istotnych parametrach.

Szereg

WIG20

KGH

PEO

PKM

model

GARCH(1,1) GED
APARCH(1,1) GED
GARCH(1,1) Studenta
GARCH(1,1) skosny Studenta
APARCH(1,1) Studenta
AR(1)-GARCH(1,1) Studenta
GARCH(1,1) normalny
EGARCH(1,1) GED
AR(1)-APARCH(1,1) Studenta
1 0 AR(1)-GARCH(1,1) sko$ny Studenta
11. APARCH(1,1) normalny

12. AR(1)-GARCH(1,1) normalny
13. EGARCH(1,1) Studenta

14. AR(1)-EGARCH(1,1) Studenta
15. AR(1)-APARCH(1,1) normalny
16. EGARCH(1,1) normalny

17. AR(1)-EGARCH(1,1) normalny

00N YL

GARCH(1,1) Studenta
AR(1)-GARCH(1,1) Studenta
APARCH(1,1) Studenta
AR(1)-APARCH(1,1) Studenta
EGARCH(1,1) Studenta
AR(1)-EGARCH(1,1) Studenta
AR(1)-GARCH(1,1) normalny
GARCH(1,1) normalny

. AR(1)-APARCH(1,1) normalny
10 APARCH(1,1) normalny
11.EGARCH(1,1) normalny
12.AR(1)-EGARCH(1,1) normalny

00N LR L~

—

O 01N DN KW

. EGARCH(2,1) studenta

. EGARCH(1,1) studenta

. EGARCH(2,1) GED

. EGARCH(2,1) sko$ny studenta
. EGARCH(1,1) GED

. EGARCH(1,1) skosny studenta
. EGARCH(2,1) normalny

. APARCH(2,1) normalny

. EGARCH(1,1) normalny

GARCH(1,1) GED
APARCH(1,1) GED
GARCH(1,1) Studenta
APARCH(1,1) Studenta
EGARCH(1,1) GED
AR(1)-GARCH(1,1) Studenta
EGARCH(2,1) GED
AR(1)-APARCH(1,1) Studenta
9. EGARCH(1,1) Studenta

10. EGARCH(2,1) Studenta

11. AR(1)-EGARCH(1,1) Studenta
12. AR(1)-EGARCH(2,1) Studenta
13. GARCH(1,1) normalny

14. APARCH(1,1) normalny

15. AR(1)-GARCH(1,1) normalny
16. AR(1)-APARCH(1,1) normalny
17. EGARCH(1,1) normalny

18. EGARCH(2,1) normalny

19. AR(1)-EGARCH(1,1) normalny
20. AR(1)-EGARCH(2,1) normalny

NN B WD =

Zrodto: Opracowanie wlasne
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Tabela 5.1. Lista modeli GARCH o istotnych parametrach. (c.d.)

Szereg
PKN | TPS
model
1. EGARCH(1,1) Studenta 1. GARCH(1,1) GED 22. APARCH(0,3) GED
2. GARCH(1,1) Studenta 2. GARCH(1,1) skos$ny Studenta 23.APARCH(0,3) Studenta
3. APARCH(1,1) Studenta 3. GARCH(1,1) Studenta 24.GARCH(0,2) Studenta
4. EGARCH(1,1) GED 4. APARCH(1,1) GED 25.EGARCH(0,3) GED
5. GARCH(1,1) GED 5. APARCH(1,1) skosény Studenta 26. APARCH(0,4) normalny
6. APARCH(1,1) GED 6. APARCH(1,1) Studenta 27. APARCH(0,3) sko$ny Studenta
7. EGARCH(I1,1) normalny 7. GARCH(1,1) normalny 28.APARCH(0,2) GED
8. GARCH(1,1) normalny 8. APARCH(1,1) normalny 29.EGARCH(0,2) GED
9. APARCH(1,1) normalny 9. EGARCH(1,1) sko$ny Studenta 30.GARCH(0,2) skosny Studenta
10. EGARCH(1,1) Studenta 31.EGARCH(0,3) Studenta
11. EGARCH(1,1) GED 32.APARCH(0,2) Studenta
12. EGARCH(1,1) normalny 33.EGARCH(0,2) Studenta
13. GARCH(0,4) GED 34. EGARCH(0,3) skosny Studenta
14. GARCH(0,4) Studenta 35.APARCH(0,2) sko$ny Studenta
15. GARCH(0,4) sko$ny Studenta 36.EGARCH(0,2) sko$ny Studenta
16. APARCH(0,4) Studenta 37.EGARCH(0,2) normalny
17. GARCH(0,3) GED 38.GARCH(0,3) normalny
18. GARCH(0,3) Studenta 39.APARCH(0,3) normalny
19. GARCH(0,4) normalny 40.GARCH(0,2) normalny
20. GARCH(0,3) skos$ny Studenta 41.EGARCH(0,3) normalny
21. GARCH(0,2) GED 42.APARCH(0,2) normalny

Zrodto: Opracowanie wlasne
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Tabela 5.2. Wartosci kryterium Schwarza w estymowanych modelach.

WIG20 KGH PEO
model BIC model BIC model BIC
1. GARCH(1,1) normalny -2506,27 | 1. GARCH(1,1) Studenta -3279,87 | 1. EGARCH(2,1) studenta -2967,03
2. AR(1)-GARCH(1,1) normalny -2509,85 | 2. AR(1)-GARCH(1,1) Studenta -3282,18 | 2. EGARCH(1,1) studenta -2968,03
3. GARCH(1,1) GED -2512,26 | 3. APARCH(1,1) Studenta -3283,33 | 3. EGARCH(2,1) GED -2968,62
4. APARCH(1,1) GED -2515,79 | 4. AR(1)-APARCH(1,1) Studenta -3285,80 | 4. EGARCH(2,1) sko$ny studenta -2969,30
5. APARCH(1,1) normalny -2515,83 | 5. EGARCH(1,1) Studenta -3287,04 | 5. EGARCH(1,1) GED -2969,89
6. AR(1)-APARCH(1,1) normalny -2517,86 | 6. AR(1)-EGARCH(1,1) Studenta -3288,46 | 6. EGARCH(1,1) sko$ny studenta -2970,47
7. GARCH(1,1) Studenta -2519,09 | 7. AR(1)-GARCH(1,1) normalny -3295,93 | 7. EGARCH(2,1) normalny -2981,18
8. APARCH(1,1) Studenta -2519,78 | 8. GARCH(1,1) normalny -3296,69 | 8. APARCH(2,1) normalny -2983,21
9. AR(1)-GARCH(1,1) Studenta -2520,62 | 9. AR(1)-APARCH(1,1) normalny -3299,56 | 9. EGARCH(1,1) normalny -2984,79
10. GARCH(1,1) sko$ny Studenta -2521,33 | 10. APARCH(1,1) normalny -3300,19
11. EGARCH(1,1) normalny -3304,49
17. AR(I)-EGARCH(l,l) normalny -2539,49 | 12. AR(1)-EGARCH(1,1) normalny -3305,05
PKM PKN TPS
model BIC model BIC model BIC
1. GARCH(1,1) GED -3191,10 | 1. EGARCH(1,1) Studenta -2917,11 | 1. GARCH(1,1) GED -3045,63
2. APARCH(1,1) GED -3195,03 | 2.  GARCH(1,1) Studenta -2917,39 | 2. GARCH(1,1) skosny Studenta -3046,34
3. GARCH(1,1) Studenta -3197,90 | 3. APARCH(1,1) Studenta -2920,33 | 3. GARCH(1,1) Studenta -3046,86
4. APARCH(1,1) Studenta -3201,18 | 4. EGARCH(1,1) GED -2920,62 | 4. APARCH(1,1) GED -3049,24
5. EGARCH(1,1) GED -3202,10 | 5. GARCH(1,1) GED -2921,05 | 5. APARCH(1,1) sko$ny Studenta -3049,91
6. AR(1)-GARCH(1,1) Studenta -3203,27 | 6. APARCH(1,1) GED -2923,87 | 6. APARCH(1,1) Studenta -3050,46
7. EGARCH(2,1) GED -3203,58 | 7.  EGARCH(1,1) normalny -2927,74 | 7. GARCH(1,1) normalny -3050,98
8. AR(1)-APARCH(1,1) Studenta -3206,39 | 8. GARCH(1,1) normalny -2930,32 | 8. APARCH(1,1) normalny -3054,55
9. EGARCH(1,1) Studenta -3208,33 | 9. APARCH(1,1) normalny -2931,16 | 9. EGARCH(1,1) sko$ny Studenta -3057,12
10. EGARCH(2,1) Studenta -3210,07 10.EGARCH(1,1) Studenta -3057,17
19. AR(I)-EGARCH(I,I) normalny -3232,24 40. GARCH(0,2) normalny -3105,48
20. AR(1)-EGARCH(2,1) normalny -3232,84 41. EGARCH(0,3) normalny -3108,02
42. APARCH(0,2) normalny -3108,56

Zrédto: Opracowanie wiasne
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Miara RV (5.2) zostala nazwana przez Andersena et al. zmiennos$cia dzienna. W niniejszej
pracy zrezygnowano z uwzglednienia zwrotu nocnego ze wzgledu na znaczne
zanieczyszczenie tego zwrotu szumem losowym®. Badania empiryczne przeprowadzone na
rozwinig¢tych rynkach wskazuja co prawda, ze miara (5.2) daje zanizone estymacje
zmienno$ci zrealizowanej, ale uzyskane w pracy prognozy zmiennos$ci, w poréwnaniu ze
zmienno$cia dzienna, sa niedoszacowane. Dlatego tez nie wykorzystywano miar zmiennoS$ci
zrealizowanej, ktore powstaja w wyniku przeskalowania miary RV 3.

Natomiast wybdr zwrotow pigciominutowych wynika z ogdlnie przyjetej praktyki. Z
teoretycznego punktu widzenia nalezatoby stosowa¢ zwroty obserwowane w mozliwie
najkrotszych odstepach czasu. Jednak duza czesto$¢ obserwacji wiaze si¢ z mozliwos$cia
zafalszowania oszacowan zmienno$ci w zwiazku z efektami mikrostruktury rynku®. Problem
wyboru optymalnej czgstotliwos$ci jest otwarty — winna ona by¢ dostosowana do ptynnosci 1
wplywu aktywno$ci animatoréw rynku. Panuje jedynie przekonanie, Ze nie powinno si¢
wykorzystywa¢ zwrotow wyliczanych czgéciej niz 5 minut i rzadziej niz co godzing.

Przy ocenie jako$ci prognoz uwzglednione zostaly nastepujace bledy”:

— bfad sredniokwadratowy (MSE),

— medianowy blad kwadratowy (MedSE),

— blad sredni (ME),

— $redni btad bezwzgledny (MAE),

— pierwiastek bledu sredniookresowego (RMSE),

— wspotczynnik rozbieznosci Theila (TIC),

— $redni bezwzglednego btad procentowy (MAPE),

— logarytmiczna funkcja straty LL(F)),

— skorygowany $redni bezwzgledny btad procentowy (AMAPE).

% Na polskim rynku finansowym szum jest potegowany przez naptyw duzej iloéci informacji gospodarczych,
ktdére pojawiaja si¢ po zamknigciu GPW (por. Doman M., Doman R. [2004], Ekonometryczne...op. cit., s. 182)
3 por. Martens M. [2002], Measuring and forecasting S&P 500 index-futures volatility using high-frequency
data, Journal of Futures Markets 22 (2002), ss. 497-518,
Hol E., Koopman S.J. [2002], Stock Index Volatility Forecasting with High Frequency Data, Tinbergen
Institute Discussion Paper 2002-068/4,
Hol E., Jungbacker B., Koopman S.J. [2004], Forecasting Daily Variability of the S&P 100 Stock Index using
Historical, Realised and Implied Volatility Measurements, Tinbergen Institute Discussion Paper 2004-016/4
Pod pojeciem efektow mikrostruktury rynku kryja si¢ problemy zwiazane z analiza danych wysokiej
czgstotliwosci dotyczace ptynnosci, zmiennosci cen, kosztow i zyskow transakcyjnych, intensywnosci procesu
naptywu informacji, asymetrii informacji, itp., por. Doman M., Doman R. [2004], Ekonometryczne...op.cit.,
ss. 205-210
> Definicje uzytych bledéw mozna znalezé w dodatku 2
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Dla wszystkich analizowanych szeregow tworzony byl ranking wedlug nastgpujacej
procedury. Dla kazdego btedu tworzono oddzielna klasyfikacjg - najlepszy model uzyskiwat k
pkt., najgorszy 1 pkt., gdzie k oznacza liczb¢ modeli o istotnych parametrach dla danego
szeregu. Nastgpnie sumowano punkty z rankingéw dla poszczegolnych bigdow. W tabeli 5.3
przedstawiono uporzadkowanie estymowanych modeli ze wzgledu na punkty przydzielone
wedtug powyzszej procedury.

Najlepszym modelem, ze wzgledu na generowane prognozy, niemal dla wszystkich
szeregdbw okazat si¢ wyktadniczy model GARCH. Dla WIG20 1 KGH byt to EGARCH(1,1)
odpowiednio z rozktadem GED 1 z rozktadem Studenta. Z kolei dla PEO najlepsze prognozy
generowal EGARCH(2,1) z rozktadem normalnym, dla PKM AR(1)-EGARCH(2,1) z
rozktadem Studenta, natomiast dla szeregu TPS - EGARCH(0,2) z rozkladem Studenta.
Wyjatek stanowit szereg PKN, dla ktorego najlepsze prognozy uzyskano z modelu
APARCH(1,1) z rozkladem GED. Analogicznie do procedury wyboru modelu ze wzgl¢du na
kryterium informacyjne, pomini¢to modele z rozktadem btedu Studenta (symetrycznym i
sko$nym), biorac pierwszy w kolejnosci model, dla ktérego warto$¢ oczekiwana zwrotu
prostego istnieje. Zatem dla szeregu KGH wybrano AR(1)-GARCH(1,1) z rozktadem
normalnym (trzeci w rankingu), a dla szeregu TPS réwniez trzeci w rankingu model
EGARCH(0,2) z rozktadem GED. Natomiast dla PKM pierwszym akceptowalnym modelem
byt dopiero piaty w rankingu model AR(1)-EGARCH(1,1) z rozktadem normalnym.
Parametry modeli GARCH, wraz z bledami standardowymi, ostatecznie wybranych do
wyceny opcji zamieszczono w tabelach 5.4-5.9.

Warto zaznaczy¢, ze modele prostsze generowaly gorsze prognozy, niz modele bardziej
ztozone. Ponadto jako$¢ prognoz, nawet dla najlepszych w rankingu modeli, nie jest
najwyzsza. Na rysunkach 5.1-5.6 zamieszczono wykresy prognoz zmiennos$ci na tle
zmiennos$ci zrealizowanej. Wida¢ na nich, ze prognozy w porOwnaniu ze zmienno$cia
zrealizowana sa niedoszacowane (zwlaszcza w drugiej czesci analizowanego okresu)®. Duzy
wzrost zmiennosci, ktory nastapit migdzy 55 a 60 obserwacja (co odpowiada okresowi
pomigdzy 18 maja 2006 a 26 maja 2006) oraz migdzy obserwacjami 70 i 76 (czyli pomigdzy
8 czerwca 2006 1 18 czerwca 2006) znalazt odzwierciedlenie w prognozach jedynie w
przypadku szeregu KGH 1 TPS. Wspomniany wzrost zmiennosci byt zwiazany z duza korekta

notowan na GPW w Warszawie.

® Interesujacy jest fakt, ze podobne badanie przeprowadzone dla szeregu WIG20 o dwukrotnie wigkszej dugosci
umozliwialo uzyskanie prognozy znacznie lepszej jakosSci, por. Bartkowiak M. [2008], Zastosowanie modeli
GARCH do wyceny opcji na WIG20, w: Welfe A. [red.], Metody ilosciowe w naukach ekonomicznych 8,
Wydawnictwo SGH, Warszawa, ss. 31-53
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Tabela 5.3. Ranking estymowanych modeli GARCH ze wzgledu na jako$¢ prognoz.

WIG20 KGH PEO

model pkt. model pkt. model pkt.
1. EGARCH(1,1) GED 126 1. EGARCH(1,1) Studenta 83 1. EGARCH(2,1) normalny 77
2. AR(1)-EGARCH(1,1) Studenta 123 2. AR(1)-EGARCH(1,1) Studenta 79 2. EGARCH(2,1) Studenta 73
3. EGARCH(1,1) normalny 123 3. AR(1)-GARCH(1,1) normalny 70 3. EGARCH(2,1) skos$ny Studenta 61
4. EGARCH(1,1) Studenta 120 4. AR(1)-APARCH(1,1) normalny 69 4. EGARCH(2,1) GED 59
5. AR(1)-GARCH(1,1) normalny 105 5. APARCH(1,1) normalny 68 5. APARCH(2,1) normalny 42
6. APARCH(1,1) normalny 83 6. AR(1)-APARCH(1,1) Studenta 65 6. EGARCH(1,1) Studenta 37
7. APARCH(1,1) GED 81 7. GARCH(1,1) normalny 63 7. EGARCH(1,1) skosny Studenta 28
8. AR(1)-GARCH(1,1) skosny Studenta 77 8. AR(1)-GARCH(1,1) Studenta 58 8. EGARCH(1,1) GED 19
9. AR(1)-EGARCH(1,1) normalny 77 9. EGARCH(1,1) normalny 42 9. EGARCH(1,1) normalny 9
10. GARCH(1,1) GED 74 10. GARCH(1,1) Studenta 39

11. AR(1)-EGARCH(1,1) normalny 38
15. GARCH(1,1) Studenta 47 12. APARCH(1,1) Studenta 28
16. AR(1)-APARCH(1,1) normalny 44
17. AR(1)-APARCH(1,1) Studenta 28
PKM PKN TPS

model pkt. model pkt. model pkt.
1. AR(1)-EGARCH(2,1) Studenta 171 1. APARCH(1,1) GED 57 1. EGARCH(0,2) Studenta 369
2. EGARCH(2,1) Studenta 163 2. APARCH(1,1) Studenta 56 2. EGARCH(0,2) sko$ny Studenta 356
3. AR(1)-EGARCH(1,1) Studenta 162 3. APARCH(1,1) normalny 50 3. EGARCH(0,2) GED 345
4. EGARCH(1,1) Studenta 154 4. EGARCH(1,1) Studenta 49 4. EGARCH(0,2) normalny 320
5. AR(1)-EGARCH(1,1) normalny 139 5. EGARCH(1,1) GED 42 5. EGARCH(0,3) Studenta 308
6. AR(1)-EGARCH(2,1) normalny 138 6. GARCH(1,1) Studenta 41 6. APARCH(0,2) skosny Studenta 305
7. EGARCH(2,1) GED 130 7. GARCH(1,1) GED 40 7. GARCH(0,2) Studenta 302
8. EGARCH(1,1) GED 119 8. EGARCH(1,1) normalny 35 8. APARCH(0,2) Studenta 297
9. EGARCH(2,1) normalny 112 9. GARCH(1,1) normalny 35 9. EGARCH(0,3) skos$ny Studenta 297
10. EGARCH(1,1) normalny 107 10.APARCH(0,2) GED 294
18. APARCH(1,1) normalny 35 40. GARCH(1,1) GED 44
19. GARCH(1,1) GED 25 41. APARCH(1,1) normalny 41
20. APARCH(1,1) GED 15 42. GARCH (1,1) normalny 40

Zrédto: Opracowanie wiasne
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Rysunek 5.1. Prognoza zmienno$ci indeksu WIG20 uzyskana z modelu GARCH na tle

zmienno$ci zrealizowanej.
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Zrédto: Opracowanie wiasne

Rysunek 5.2. Prognoza zmiennosci spotki KGH uzyskana z modelu GARCH na tle

zmienno$ci zrealizowanej.
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Zrédto: Opracowanie wiasne
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Rysunek 5.3. Prognoza zmiennosci spotki PEO uzyskana z modelu GARCH na tle

zmienno$ci zrealizowanej.
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Zrédto: Opracowanie wiasne

Rysunek 5.4. Prognoza zmienno$ci spotki PKM uzyskana z modelu GARCH na tle

zmienno$ci zrealizowanej.
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Zrédto: Opracowanie wiasne
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Rysunek 5.5. Prognoza zmiennosci spotki PKN uzyskana z modelu GARCH na tle

zmiennos$ci zrealizowanej.

25
zmienno$¢ zrealizowana PKN
——APARCH(1,1) GED
20
15
N NS ol W N
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96

Zrédto: Opracowanie wiasne

Rysunek 5.6. Prognoza zmiennosci spotki TPS uzyskana z modelu GARCH na tle zmiennosci

zrealizowane;.
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Zrédto: Opracowanie wiasne
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Tabela 5.4. Parametry modeli GARCH wykorzystanych do wyceny opcji na WIG20.

parametry W a By v
0,37175 0,04107 0,95180 1,44749
GARCH(1,1) GED ’ ’
(@1 (0,01494) (0,00858) (0,00950) (0,0772)
1,09494 0,10708 0,95606 1,38992
EGARCH(1,1) GED ’ ’ ’ ’
) (0,4162) (0,02167) (0,03923) (0,0728)
Zrédto: Opracowanie wlasne.
Tabela 5.5. Parametry modeli wykorzystanych do wyceny opcji na KGH.
parametry W a, a, By ) v
1,517356 0,05063 0,93523 - 1,44059
GARCH(1,1) GED - ’ ’
(@1 (0,06032) (0,01560) | (0,02249) (0,0,0781)
AR(1)-APARCH(1,1) 1,968633 0,05165 0,05615 0,92105 1,9397
normalny (0,2163) (0,0275) | (0,01578) | (0,02244) (0,2876)
Zrédto: Opracowanie wiasne.
Tabela 5.6. Parametry modeli wykorzystanych do wyceny opcji na PEO.
parametry ® 0 ] P> v
0,26708 0,29093 0,73831 0,19009 1,48596
EGARCH(2,1) GED ’ ’ ’
L2 (0,21950) (0,06390) (0,06168) (0,06204) (0,11470)
EGARCH(2,1) 0,3099 0,29167 0,74078 0,19182 ]
normalny (0,21419) (0,06614) (0,06324) (0,06418)
Zrédto: Opracowanie whasne.
Tabela 5.7. Parametry modeli wykorzystanych do wyceny opcji na PKM.
parametry ® AR(1) oy By v
1,52473 0,05199 0,92877 1,32435
GARCH(1,1) GED - ’ ’
(@1 (0,03901) (0,02194) (0,03284) (0,0797)
AR(1-EGARCH(1,1) 0,3856 0,06151 0,0907 0,8901
normalny (0,35416) (0,02939) (0,0158) (0,0273)
Zrédto: Opracowanie wlasne.
Tabela 5.8. Parametry modeli wykorzystanych do wyceny opcji na PKN.
parametry o) o P s v
0,3304 0,09620 0,93984 1,57922
EGARCH(1,1) GED ’ ’ -
(4D 0,3308) (0,02678) (0,01623) (0,0919)
APARCH(L1) GED 1,0165 0,04914 0,92887 1,29883 1,57597
(1) (0.2529) (0,0154) (0,03172) (0.3887) (0,0921)
Zrédto: Opracowanie wlasne.
Tabela 5.9. Parametry modeli wykorzystanych do wyceny opcji na TPS.
parametry ® o o By v
0,93677 0,05458 0,93258 1,57135
GARCH(1,1) GED > - ’
(@1 (0,02686) (0,01496) (0,01925) (0,0988)
EGARCH(02) GED 1,1957 0,17554 0,25561 1.37357
(052) (0,0804) (0,04837) (0,06787) (0,0914)

Zrodto: Opracowanie wlasne.
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W analogiczny sposob do wyboru modeli GARCH dokonano selekcji modeli
przelacznikowych. Dla kazdego szeregu estymowano okoto 16 modeli — brano pod uwage
przefaczenia $redniej, wariancji oraz obu tych parametrow jednoczes$nie, przy roéznych
rozktadach btedéw. Ponadto estymacje przeprowadzono dla 2 i 3 reziméw. Tabela 5.10
zawiera list¢ modeli przetacznikowych o istotnych parametrach wraz kryterium
informacyjnym Schwarza. W modelach o 3 stanach rezimy byly bardzo niestabilne —
prawdopodobienstwa przejScia pomigdzy poszczegdlnymi stanami byly wysokie. Ponadto
btedy standardowe dla estymowanych parametréw przekraczatly ich wartosci. Ostatecznie dla
szeregu WIG20 i PKN udalo si¢ wyestymowaé jedynie dwa modele przelacznikowe — z
przetaczeniami wariancji i1 z rozktadem btedu Studenta oraz normalnym. Z kolei dla szeregu
KGH 1 PEO, oprécz dwoch wymienionych wyzej modeli, istotne parametry mial roéwniez
model z przelaczeniami wariancji 1 rozkladem btgdu sko$nym Studenta. Modele z
przetaczeniami $redniej wariancji pojawily si¢ jedynie przy szeregach PKM i TPS. Podobnie
jak dla modeli GARCH najwigkszy zbioér modeli przetacznikowych o istotnych parametrach
uzyskano dla szeregu TPS. Co ciekawe, w tabeli 5.10 nie ma modelu z uogdélnionym
rozktadem bledu.

Najlepiej dopasowanymi modelami ze wzgledu na kryterium informacyjne byly modele z
przetaczeniami wariancji 1 rozktadami biedu: normalnym (dla szeregu WIG20, PEO, TPS) i
Studenta (dla szeregu PKM oraz PKN). Tylko dla szeregu KGH najwigksza wartos¢
kryterium BIC miat model z rozkladem bledu sko$nym Studenta. Roéznice pomigdzy
wartosciami kryterium informacyjnego sa niewielkie — niemal dla wszystkich szeregéw sa
mniejsze 0,5%, jedynie dla WIG20 réznica przekracza 1%.

Ranking modeli ze wzgledu na jako$¢ prognoz przedstawia tabela 5.11. Dla szeregu
WIG20 i PKM modele najlepiej dopasowane generowaty prognozy o najlepszej jakosci. Dla
szeregu KGH 1 PKN najlepsze prognozy uzyskano z modelu z przetaczeniami wariancji i
normalnym rozktadem bledu, natomiast dla PEO byl to taki sam model z rozkladem bledu
Studenta. Na tym tle zndw wyrdznia sig¢ szereg TPS, dla ktérego najwigcej punktow w
rankingu zdobyt model najbardziej ztozony — z przelaczeniami $redniej i wariancji oraz
rozktadem bigdu sko$nym Studenta. Wykresy prognoz zmienno$ci na tle zmiennosci
zrealizowanej zamieszczono na rysunkach 5.7-5.12. Prognozy, ktore uzyskano sa jeszcze
gorsze niz w przypadku modeli GARCH. Dla wigkszos$ci szeregéw sa one niedoszacowane,

tylko w przypadku WIG20 dla poczatkowych obserwacji prognoza jest przeszacowana.
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Tabela 5.10. Lista modeli przetacznikowych o istotnych parametrach wraz z warto$ciami kryterium informacyjnego Schwarza.

WIG20 KGH PEO
model model model
przelaczenia rozktad BIC przelaczenia rozktad BIC przetaczenia rozktad BIC

1.wariancja normalny -2523,23 | 1. wariancja sko$ny Studenta -3289,48 | 1. wariancja normalny -2971,13
2.wariancja Studenta -2553,74 | 2. wariancja Studenta -3290,66 | 2. wariancja Studenta -2973,03
3. wariancja normalny -3291,55 | 3. wariancja sko$ny Studenta -2975,47

PKM PKN TPS

model model model

przetaczenia rozktad BIC przetaczenia rozktad BIC przetaczenia rozktad BIC

1.wariancja Studenta -3201,49 | 1. wariancja Studenta -2923,05 | 1. wariancja normalny -3057,39
2.§rednia i wariancja Studenta -3206,46 | 2. wariancja normalny -2923,68 | 2. wariancja skosny Studenta -3058,46
3.wariancja normalny -3207,32 3. wariancja Studenta -3060,16
4.$rednia i wariancja | sko$ny Studenta | -3208,97 4. $rednia i wariancja | normalny -3063,22
5.érednia i wariancja | normalny -3213,21 5. érednia i wariancja | skos$ny Studenta -3063,33
6. $rednia i wariancja | Studenta -3066,03

Zrédto: Opracowanie wiasne
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Tabela 5.11. Ranking estymowanych modeli przetacznikowych ze wzglgdu na jakos$¢ prognoz.

model model model
przelaczenia rozktad pkt. przetaczenia rozktad pkt. przelaczenia rozktad pkt.
1.wariancja normalny 15 1. wariancja normalny 27 1. wariancja Studenta 23
2.wariancja Studenta 12 2. wariancja Studenta 16 2. wariancja skos$ny Studenta 19
3. wariancja skosny Studenta 11 3. wariancja normalny 12

model model model
przetaczenia rozktad pkt. przetaczenia rozktad pkt. przetaczenia rozktad pkt.
1.wariancja Studenta 45 1. wariancja normalny 18 1. $rednia i wariancja | sko$ny Studenta 53
2.§rednia i wariancja Studenta 33 2. wariancja Studenta 9 2. wariancja skosny Studenta 45
3. $rednia i wariancja | sko$ny Studenta 28 3. érednia i wariancja | Studenta 36
4. $rednia i wariancja | normalny 15 4. wariancja Studenta 25
5. wariancja normalny 14 5. érednia i wariancja | normalny 21
6. wariancja normalny 9

Zrédto: Opracowanie wiasne
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Rysunek 5.7. Prognoza zmiennosci indeksu WIG20 uzyskana z modelu przetacznikowego na

tle zmiennosci zrealizowanej.

12 }
zmienno$¢ zrealizowana WIG20
wariancja, normalny
10 H
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6
4 | A [\\ \
2 Ty U A . < N G [ e R Av v V ‘va
O T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96

Zrédto: Opracowanie wiasne

Rysunek 5.8. Prognoza zmiennos$ci indeksu KGH uzyskana z modelu przetacznikowego na tle

zmienno$ci zrealizowanej.

60 : : KGH
zmiennos$¢ zrealizowana
50 wariancja, normalny
40
30
N AVA \ \1 Vl \ \
A U
0 T T T T . . . T T T T T T T T . . . T
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96

Zrodto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 5.9. Prognoza zmiennos$ci indeksu PEO uzyskana z modelu przetacznikowego na tle

zmienno$ci zrealizowanej.

40
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35
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Zrédto: Opracowanie wiasne

Rysunek 5.10. Prognoza zmiennosci indeksu PKM uzyskana z modelu przetacznikowego na

tle zmiennosci zrealizowane;.
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Zrodto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 5.11. Prognoza zmiennos$ci indeksu PKN uzyskana z modelu przetacznikowego na

tle zmienno$ci zrealizowane;j.
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Zrédto: Opracowanie wiasne

Rysunek 5.12. Prognoza zmiennos$ci indeksu TPS uzyskana z modelu przetacznikowego na

tle zmienno$ci zrealizowane;j.
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Zrodto: Opracowanie wlasne
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Stabe wiasnosci prognostyczne zaréwno modeli GARCH 1 przetacznikowych sa dos¢
zaskakujace’ i trudno wskazaé jednoznacznie na przyczyny takiej sytuacji. Byé moze jest to
powodem wystapienia w okresie, dla ktérego generowane sa prognozy, dwdch okreséw duzej
zmienno$ci. Niemniej dla dluzszych szeregéw, prognozy dla tego samego okresu byly
zdecydowanie lepsze.

Parametry modeli przetacznikowych, ktéore wybrano do wyceny opcji zamieszczono w
tabeli 5.12. Dla wszystkich szeregow rezim pierwszy charakteryzuje nizsza zmiennos$¢,
niemniej roéznice w poziomie zmienno$ci nie sa duze, nie przekraczaja 2 jednostek.
Najmniejsze sa dla szeregu WIG20 i1 PKN (dla obu rozpatrywanych modeli
przetacznikowych). W jedynym modelu, w ktérym uwzgledniane sa rowniez przetaczenia
sredniej (estymowanym dla szeregu TPS), $rednia w stanie o nizszej zmiennosci jest bliska
zeru, ale dodatnia, natomiast w stanie o wigkszej zmienno$ci jest ujemna. We wszystkich
modelach rezimy sa stabilne, to znaczy prawdopodobienstwa przejscia z jednego rezimu do
drugiego maja niskie wartosci. Przy czym rynek przechodzi tatwiej z fazy duzej aktywnosci
do uspokojenia dla szeregow WIG20, KGH, PKN i TPS. Natomiast odwrotnie dla szeregow
PEO, PKM. Prawdopodobienstwo znajdowania si¢ w rezimie o nizszej aktywno$ci jest
wigksze niz prawdopodobienstwo znajdowania si¢ w rezimie o wyzszej aktywnosci dla
szeregbw WIG20, KGH, PKN i TPS. Dla pozostatych dwoéch (PEO, PKM) wigksze jest
prawdopodobienstwo znajdowania si¢ w fazie wysokiej aktywnosci. Oczekiwane czasy
trwania w rezimach sa z wyjatkiem szeregu PEO dtugie, co oznacza, ze na rynku wystepuja
przede wszystkim dlugie okresy aktywno$ci i1 uspokojenia. Na rysunkach 5.13-5.18
zamieszczono wykresy prawdopodobienstwa warunkowego pozostawania w rezimie
pierwszym (niskiej aktywnosci), ktore potwierdzaja, ze jedynie dla szeregu PEO nastgpuja
stosunkowo czg¢ste zmiany stanow.

Modele zmiennosci stochastycznej estymowane byly tylko w jednej specyfikacji, nie
byto wigc problemu wyboru. Wysokie warto$ci parametru skalujacego o wskazuja na wysoki
poziom zmiennosci. Z kolei duze warto$ci parametru ¢ oznaczaja silng persystenje

zmienno$ci (zwlaszcza dla szeregu WIG20 1 KGH) .

7 Réwniez w przypadku modeli przetacznikowych przeprowadzono badanie dla dwukrotnie diuzszego szeregu
WIG20 uzyskujac modele o znacznie lepszych wilasnosciach prognostycznych, por. Bartkowiak M. [2007],
Zastosowanie modeli przelqcznikowych do wyceny opcji na WIG20, w: Panek E., Kapital ludzki i wiedza w
gospodarce. Wyzwania XXI wieku, Wydawnictwo AE Poznan, Poznan, ss. 15-27
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Tabela 5.12. Parametry modeli przetacznikowych.

szereg WIG20 KGH PEO
rozklad normalny sko$ny Studenta normalny normalny Studenta
o(1) 1,0246 (0,1051) 2,1105 (0,1349) 1,9642 (0,0927) 1,6134 (0,1161) 1,6525 (0,1373)
a(2) 1,7255 (0,0966) 3,7176 (0,4025) 3,6999 (0,2938) 2,9183(0,3741) 2,7061 (0,4449)
1 0,0600 (0,0250) 0,0384 (0,0275) 0,0497 (0,0278) 0,0297 (0,0260) 0,0305 (0,0282)
- 9,3486 (0,4738) - - 16,7251 (1,1233)
& - 0,8847 (0,0409) - - -
Prawdopodobienstwa przejscia
rezim 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 0,9923 0,0077 0,9912 0,0088 0,9809 0,0191 0,8422 0,1578 0,9087 0,0913
2 0,0112 0,9888 0,0289 0,9711 0,0525 0,9475 0,0462 0,9538 0,0311 0,9689
P(s, =1) 0,5938 0,7671 0,7335 0,2266 0,2541
P(s; =2) 0,4062 0,2328 0,2665 0,7734 0,7459
m(1) 1,6839 1,3035 1,3633 4,4128 3,9347
m(2) 2,4621 4,2945 3,7526 1,2930 1,3407
d(1) 130,5483 114,1553 52,4109 6,3367 10,9529
d(2) 89,2857 34,6500 19,0404 21,6263 32,1440

120



Tabela 5.12. Parametry modeli przetacznikowych (c.d.).

szereg PKM PKN TPS
rozklad Studenta Studenta normalny normalny Sko$ny Studenta
u(1) - - - - 0,0970 (0,0621)
u(2) - - - - -0,2172 (0,1467)
o(1) 1,7978 (0,1131) 1,5830 (0,1980) 1,6275 (0,0709) 1,6275 (0,0709) 1,6262 ( 0,0573)
a(2) 3,2338 (0,1662) 2,2461 (0,4426) 2,5976 (0,3423) 2,5976 (0,3423) 2,9212 (0,1311)
¥, 0,0401 (0,0272) 3,5401 (0,7236) 0,0274 (0,0177) 0,0274 (0,0177) 0,0296 (0,0065)
8,6283 (0,4189) 12,5316 (0,7236) - - 79,0637 (10,6166)
f - - - - 1,1631 (0,0442)
Prawdopodobienstwa przejscia
rezim 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 0,9847 0,0153 0,9857 0,0143 0,9817 0,0183 0,9817 0,0183 0,9887 0,0228
2 0,0092 0,9908 0,0189 0,9811 0,0604 0,9396 0,0604 0,9396 0,0113 0,9772
P(s, =1) 0,3761 0,5686 0,7679 0,7679 0,6681
P(sy =2) 0,6239 0,4314 0,2321 0,2321 0,3319
m(1) 2,6591 1,7587 1,3023 1,3023 1,4967
m(2) 1,6027 2,3180 43076 43076 3,0132
d(1) 65,2316 69,8812 54,7345 54,7345 88,2613
d(2
@) 108,2251 53,0223 16,5481 16,5481 43,8404

Zrodto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 5.13. Wyznaczone przez model przetacznikowy prawdopodobienstwa warunkowe przebywania w pierwszym rezimie dla szeregu
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Rysunek 5.14. Wyznaczone przez model przetacznikowy prawdopodobienstwa warunkowe przebywania w pierwszym rezimie dla szeregu KGH

Zrodto: Opracowanie wlasne
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(model z przetaczeniami wariancji i normalnym rozkladem btedu).
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Rysunek 5.15. Wyznaczone przez model przetacznikowy prawdopodobienstwa warunkowe przebywania w pierwszym rezimie dla szeregu PEO
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Rysunek 5.17. Wyznaczone przez model przetacznikowy prawdopodobienstwa warunkowe przebywania w pierwszym rezimie dla szeregu PKN
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Rysunek 5.18. Wyznaczone przez model przetacznikowy prawdopodobienstwa warunkowe przebywania w pierwszym rezimie dla szeregu TPS

Zrodto: Opracowanie wlasne
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Tabela 5.13. Parametry modeli zmiennosci stochastyczne;j

Szereg
parametry WIG20 KGH PEO
¢ 0,9909 0,9722 0,7851
(0,9728;0,9970) (0,9553,0,9828) (0,6776;0,8640)
oy 0,0055 0,0186 0,1143
(0,0023; 0,0134) (0,0101;0,0339) (0,0655;0,1995)
o 2,0018 5,4838 3,3219
(1,3260;3,0221) (4,1618;7,2257) (2,9569;3,7319)
PKM PKN TPS
¢ 0,9545 0,9441 0,9069
(0,9201;0,9745) (0,9091;0,9661) (0,8740;0,9230)
oy 0,0361 0,0218 0,1501
(0,0169;0,0772) (0,0112;0,0423) (0,0268;0,4511)
o 4,7277 3,2521 5,0421
(3,7710,5,9272) (2,7823;3,8014) (3,2310,7,1551)

Zrédto: Opracowanie wiasne

5.2 Wycena opcji w oparciu o modele zmiennosci

Po wyborze modelow zmienno$ci wyceniono opcje kupna na indeks WIG20 i porownano
je z cena uzyskana z modelu Blacka-Scholesa. Cena ta jest wyznaczana przez Krajowy
Depozyt Papieréw Wartosciowych 1 podawana przez GPW w Warszawie jako Teoretyczny
Kurs Otwarcia (TKO).

W przypadku modeli GARCH nie jest mozliwe wyznaczenie w sposob analityczny
granicznych parametrow rozkladu cen instrumentu bazowego, zatem wycena oparta jest na
procedurze Monte Carlo i1 przebiega wedlug algorytmu:

1) Estymacja parametréw procesu stop zwrotu wzglgdem miary P.

2) Wygenerowanie m trajektorii szeregu cen instrumentu bazowego wzgledem miary Q

(ceng instrumentu bazowego St w chwili T mozna wyznaczy¢ z rbwnania pierwszego
dla miary Q (3.22)).

3) Wycena europejskiej opcji kupna.

Podstawiajac do wzoru (3.22) funkcje wyptaty europejskiej opcji kupna (1.1) otrzymujemy

wzOr na ceng europejskiej opcji kupna:

¢ = exp[—r(T — )]E¢[max{S; — K, 0} | F¢_4], (5.1)
ktéry symulujemy nastgpujaco:
1 m
c; = exp[—r(T —t)] EZ[maX(ST,i —K,0)] (5.2)
i=1

Dla modeli przelacznikowych korzystano z formuly 3.28. Natomiast dla modeli
zmienno$ci stochastycznej, znajac parametry modelu zmiennos$ci stochastycznej, mozna

dokona¢ wyceny opcji korzystajac ze wzoru (3.40). Wybrano model Hulla i White’a
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poniewaz badania przeprowadzone przez innych autoréw® wskazuja, ze stochastyczna stopa
procentowa ma niewielki wptyw na ceny opcji. Jest to zwiazane z niewielka, bo bliska zero,
zmienno$cia stopy procentowej. Ponadto zdecydowano si¢ wykorzysta¢ w pracy wtasnie ten
model, by poréwna¢ wyceny opcji uzyskane z modeli GARCH i przetacznikowych z
pierwszym historycznie modelem wyceny opartym o modelowanie zmiennosci. W
symulacjach dla modeli GARCH 1 SV generowano po 10 000 trajektorii.

Tabela 5.14-5.19 zawiera wyceny opcji kupna o réznych cenach wykonania i terminie
wygasnigeia 15 wrzesnia 2006. Wyceny dokonano na dzien 21 lipca 2006. Btedy wyceny
zostaly podane w nawiasach. Rzeczywiste wartosci opcji (uzyskane ex post jako
zdyskontowana wartos¢ funkcji wyptaty) na ogot znacznie si¢ rdéznia od ceny teoretycznej
wyliczonej z modelu Blacka-Scholesa. Podobnie rzecz ma si¢ z cenami uzyskanymi z
wykorzystaniem modeli GARCH, niemniej sa one nizsze niz uzyskane z modelu M55,
Modele GARCH i MBS daja zblizone ceny w przypadku opcji in-the-money. Dla opcji at-the-money
i out-of-the-money ceny z modeli GARCH sa nizsze niz wartosci teoretyczne. Trudno jednoznacznie
jest wskazaé, ktory z modeli ma przewage dla danego instrumentu bazowego, czy najlepszy ze
wzgledu na kryterium informacyjne, czy najlepszy ze wzgledu na jako$¢ prognoz. Nie mozna tez
odpowiedzie¢ na pytanie, czy uwzglednienie innych rozktadéow niz normalny poprawia wyceny. Do
wyceny przy uzyciu modeli GARCH zostaly wybrane glownie rozktady GED, niemniej wyceny z
modeli z rozktadem normalnym nie r6znig si¢ bardzo. Natomiast mozna zauwazy¢, ze modele prostsze
daja lepsze wyceny niz modele bardziej ztozone.

Wycena uzyskana z modelu przetacznikowego zaniza w poréwnaniu z modelem MBS
warto$ci opcji in-the-money, jednoczesnie zawyzajac wartosci opcji out-of-the-money. Wiasnos¢ ta
moze by¢ zwiazana z cecha prognoz modeli przetacznikowych, ktore sa $rednia wazona prognoz po
wszystkich mozliwych konfiguracjach rezimow, gdzie wagami sa prawdopodobienstwa realizacji tych
konfiguracji.

Wyceny uzyskane z modelu SV w porownaniu do cen z modelu MBS sa nizsze dla opcji
in-the-money 1 out-of-the-money, natomiast wyzsze dla opcji w okolicy at-the-money.
Najwigksze roznice zanotowano wilasnie dla opcji w okolicach at-the-money. Niemniej
réznice w wycenie sa stosunkowo nieduze. Uzyskany wyniki zgodny jest z badaniami

przeprowadzonymi przez innych autorow.

¥ por. Bakshi G., Cao C., Chen Z. [1997], Empirical performance of alternative option pricing models, Journal of
Finance 32,2003-2049
Jiang G.J., Sluis P.J. [1999], Index option pricing models with stochastic volatility and stochastic interes
rates, European Finance Review, 1999, 3, 273-310
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Tabela 5.14.

Wycena opcji kupna indeksu WIG20 z terminem wygasnigcia 15.06.2006. Wycena na dzien 21.07.2006

e 8= 8= < ~ =
: | 5| & | 8¢ | g 2 | 3 = | Eas
N S S 5 -2 g N-g = e A = 2 25
= < =) £ o H as g o >
Q > S Q@ S Q@ n 0 O H N .S 5
S Z S 23 S 23 M g So & O &5 a2
3 < S to 2 Q9 oo = ~ &5 8
= < < > 2 g > = < < O B N
= o S 2 L) 3 o ) @) ;[:]‘
& z S © /m ~
509,31 513,22 516,04
1,212 20162 ’ ’ ’
’ 500 OW2016250 488 406,17 515 515 (0,2732) (0,1845) 425,62 (0,3201)
452,32
1,17 2600 | OW2016260 ’
’ 388 322,94 450 450 411,52 412,99 384,62
403,29
1,122 20162 ’
’ 700 OW2016270 288 239,71 400 395 311,15 312,36 357,14
339,23
1 2 20162 ’
0812800 OW2016280 188 156,48 335 335 211,53 212,11 310,19
264,45
1,05 129001 - OW2016290 88 73,24 252 252 112,09 114,66 240,00
176,23
1,011 3000 OW2016300 0 0 178 178 12,21 15,19 176,24
0,98 3100 OW20I6310 0 0 128 134 0 0 130,61 126,76
0,95 3200 OW2016320 0 0 96 99 0 0 101,05 95,99
0,92 | 3300 OW2016330 0 0 66 69 0 0 71,74 66,78
0,89 | 3400 | OW2016340 0 0 44 46,75 0 0 49.44 44,43
0,87 | 3500 OW2016350 0 0 3 303 0 0 37.93 335

Zrédto: Opracowanie wiasne
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Tabela 5.15. Wycena opcji kupna akcji KGH z terminem wygasnigcia 15.06.2006. Wycena na dzien 21.07.2006

53 =] < [+ < ~_~ m ? § <

=) — = = (= — O =] 3
=« E = £ .8 s g -2 3 o [ o= 8 S .= >
¥ | 5 & 2 | ERe S 2 n < o | 258 | 2EE
o -4 = o 7 S 0 & = g T m A E S 8o SIS >
S E‘ B 2 2 s /M oy 00 <=0 Qg o S ¢ E 2
S S S ® ~ 2 0 < 2 ~ =SS 2 g s 3
- = 52 | £E% 5 S = RFg | gEF

5 = S e © = g % | &

40,37 40,35 41,57
1,69| 65| OKGHI6065 39,5 39,27 40,80 40,80 (0,2211) (0,2359) 24,19 23,89 (0,5521)
1,57| 70| OKGHI6070 34,5 34,30 36,15 36,15 32,72 32,82 23,08 22,95 37,48
1,44| 75| OKGHI6075 29,5 29,32 31,75 31,75 24,62 24,88 22,01 21,63 35,91
1,37 80 [ OKGHI6080 24,5 24,35 27,60 27,60 17,43 17,24 20,14 20,32 29,17
1,29 85 [ OKGHI6085 19,5 19,38 23,75 23,75 10,44 10,64 18,41 18,04 25,88
1,22 90| OKGHI6090 14,5 14,41 20,20 20,20 1,18 1,24 16,58 16,49 23,12
1,15 95| OKGHI6095 9,5 9,44 17,05 17,05 0,14 0 14,77 14,94 20,99
1,10| 100| OKGHI6100 4,5 4,47 14,30 14,30 0,02 0 13,04 13,23 27,44
1,00| 110| OKGHI6110 0 0,00 9,75 9,90 0,08 0 9,78 9,63 12,22
0,91 | 120| OKGHI6120 0,00 6,50 6,90 0 0 7,11 7,09 6,11
0,84 | 130| OKGHI6130 0 0,00 4,20 4,20 0 0 4,98 5,06 5,98
0,78 | 140| OKGHI6140 0 0,00 2,67 2,67 0 0 3,41 3,35 3,41
0

0,73 150| OKGHI6150 0 0,00 1,67 1,67 2,28 2,33 2,28

Zrodto: Opracowanie wlasne
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Tabela 5.16. Wycena opcji kupna akcji PEO z terminem wygasnigcia 15.06.2006. Wycena na dzien 21.07.2006

= =} S < < ~ ~ E\ >

= o] = < a .S < - — B
) = = = =] 2
o 'ﬁx < ~o~E G:Uﬁ 7)) > O [ OE N_S—g N.Qé %

< < g 2 =] =} [3) [5) <]
S § = g 2 -é‘ g B & 8 8 E E

35,05 35,02 37,53

1,37 150| OPEOI6150 55,3 54,97 35,45 35,45 (0,1811) (0,1779) 2591 26,39 (0,6522)
1,28 | 160| OPEOI6160 45,3 45,03 27,50 27,50 24,85 25,26 21,44 21,06 29,54
1,21 170| OPEOI6170 35,3 35,09 20,60 20,60 15,95 15,98 17,06 17,21 25,71
1,14| 180| OPEOI6180 25,3 25,15 14,95 14,95 9,31 9,42 13,11 13,18 19,09
1,08 | 190| OPEOI6190 15,3 15,21 10,50 10,50 4,72 4,73 9,72 9,81 15,07
1,03| 200| OPEOI6200 5,3 5,27 7,15 7,15 0,51 0,52 6,97 6,94 10,34
0,98| 210| OPEQOI6210 0 0,00 4,71 4,71 0,03 0 4,82 4,85 7,82
0,93 | 220| OPEQOI6220 0 0,00 3,02 3,02 0,02 0 3,24 3,28 3,59
0,89| 230| OPEQOI6230 0 0,00 1,89 1,89 0,00 0 2,12 2,12 1,99

Zrodto: Opracowanie wlasne
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Tabela 5.17. Wycena opcji kupna akcji PKM z terminem wygasnigcia 15.06.2006. Wycena na dzien 21.07.2006

O ~
8 < =) =
= J= E 3 < 22 = 2
s | g g 53 > g 2 2 T s
S S S z 2 S5 = = : i RN >
@ > < O B S 7] 2 = < é N .S o =
R < Q
s | 2 = 28 g5 & 2 = g E SE 3
° 5 S g2 2 5 s 3| D g T 55
= S 2 S g 0 ~ = Bl
ZoN
iS <
10,95 10,86
1,13| 120| OPKMI6120 15,25 15,16 11,05 11,05 (0,098) (0,101) 9,80 12,46
1,04 | 130| OPKMI6130 5,25 5,22 6,10 6,10 5,56 5,57 5,86 7,35
097 140 OPKMI6140 0 0 3,04 3,04 2,35 2,39 3,15 4,15
090 150 OPKMI6150 0 0 1,38 1,38 0,88 0,86 1,53 1,83
0,85 160 OPKMI6160 0 0 0,58 0,58 0,26 0,26 0,69 0,79
0,80 170 OPKMI6170 0 0 0,22 0,22 0 0 0,28 0,28

Zrédto: Opracowanie wiasne




Tabela 5.18. Wycena opcji kupna akcji PKN z terminem wygasnigcia 15.06.2006. Wycena na dzien 21.07.2006

o =} S s < ~ ~ ; >

= — =G S = — — =
2 g 2 €3 53 3 = = SR g .= >
S | 5 £ S @ ZR.g = 2 T A 2eE | 285
oy = < @ & = 0 3 O Mm@ (ON) N .S 9 N & >
Q > QA =2 N > N .8 e é n
= S 3 s g8é & ) & O ~O e85 2 &3
2 | = S g2 T E S g S = TEA | g3 &

3 - 5% | §8°7 8 = < £ S

11,52 11,57 11,78

1,27 441 OPKNI6044 4,69 4,66 11,65 11,65 (0,7213) (0,698) 9,18 9,03 (0,021)
1,21 46 | OPKNI6046 2,69 2,67 9,95 9,95 9,17 9,13 8,20 8,27 10,08
1,16 48| OPKNI6048 0,69 0,69 8,35 8,35 6,54 6,50 7,18 7,07 9,51
1,12 50| OPKNI6050 0 0 6,90 6,90 4,29 4,33 6,18 6,30 7,70
1,02 55| OPKNI6055 0 0 4,01 4,01 1,76 1,80 3,95 4,00 5,07
0,93 60| OPKNI6060 0 0 2,10 2,10 0,12 0,12 2,26 2,24 3,26
0,86 65| OPKNI6065 0 0 1,01 1,01 0 0,00 1,18 1,20 1,68
0,80 70| OPKNI6070 0 0 0,45 0,45 0 0,00 0,56 0,56 0,66
0,74 75| OPKNI6075 0 0 0,19 0,19 0 0,00 0,26 0,26 0,26

Zrodto: Opracowanie wlasne
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Tabela 5.19. Wycena opcji kupna akcji TPS z terminem wygasnigcia 15.06.2006. Wycena na dzien 21.07.2006

a e
,53 = S < < m —~ > =
= o= o o N =
3 58 | £5% 2 : S E.. | B2
= ] o) B"" 8 N o= 2 ~ — EQ E g'?s = .2 <
L = s © B £ 3 N g. = oM N .S 8=3 >
§ n o - QO To 0]
N 3 2% | 228 A 2 = A 3EE | 362
| g = 5S¢ | 25¢ = S S = | §EV
S = R B o < e & & 8
&) =
2,72 2,69 2,89
2,34 2,51
1,17| 18| OTPSI6018 3,01 2,99 2,73 2,73 (0,056) (0,055) (0,020)
1,84 1,82 1,75 2,12
1,I1| 19| OTPSI6019 2,01 2,00 2,01 2,01 1,85 ’
1,11 1,35 1,34 1,89
1,05| 20| OTPSI6020 1,01 1,00 1,42 1,42 1,09
0,39 0,65 0,69 0,75
0,96| 22| OTPSI6022 0 0 0,62 0,95 0,39 ’
0,10 0,26 0,26 0,36
0,88| 24| OTPSI6024 0 0 0,23 0,23 0,10 ’
0 0,09 0,09 0,09
0,81| 26| OTPSI6026 0 0 0,07 0,07 0 ’ ’ ’

Zrédto: Opracowanie wiasne
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Ciekawie wyglada zestawienie wycen opcji w roznych modelach ze zdyskontowana
wartoscia rzeczywistych wyptat opcji, ktéra mozna traktowac jako rzeczywista warto$¢ opcji
w dniu wyceny ustalona post factum. Niestety nie mozna prognozowac przysztej funkcji
wyplaty za pomoca prezentowanych modeli zmienno$ci, bowiem prognoza bytaby obarczona
bardzo duza niepewnoscia.

Modele zmiennosci wydaja si¢ by¢ ciekawym kierunkiem badan. Umozliwiaja nie tylko
modelowanie zmienno$ci rynkéw finansowych, ale okazuja si¢ by¢ réwniez uzyteczne do
wyceny opcji. Zaprezentowane modele sa bardziej skomplikowane od modelu MBS ale
ewentualne zyski z jego stosowania powinny rekompensowac¢ trud implementacyjny.

Z przeprowadzonej analizy, dla pewnego wycinka danych wynika, ze modele zmiennos$ci
moga stanowi¢ uzyteczne narz¢dzi wyceny opcji, rOwniez na polskim rynku kapitalowym.
Nalezy jednak pamigta¢, ze polski gietdowy rynek instrumentéw pochodnych jest mato
ptynny. Wigkszo$¢ transakcji jest zawieranych po cenach réwnych, badz bardzo bliskich
teoretycznych kurséw otwarcia, co de facto oznacza, ze ceny sa ustalane przez inwestorow w

oparciu o model MBS,
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Z.akonczenie

W pracy przedstawiono wybrane metody wyceny opcji w oparciu o modele zmienno$ci.
Zaprezentowano teoretyczne wlasnosci modeli zmienno$ci, wskazano w jaki sposdb mozna je
wykorzysta¢ do wyceny opcji, a takze przeprowadzono badania empiryczne dotyczace
wyceny opcji, ktore byly przedmiotem obrotu na Gietdzie Papieréw Wartosciowych w
Warszawie.

Oceniajac  wykorzystywane modele wyceny opcji (czy szerzej instrumentéw
pochodnych) nalezy zwroci¢ uwage na kilka kwestii. Po pierwsze trzeba wzia¢ pod uwagg jak
proponowana metoda wyceny miesci si¢ w teorii finanséw, to znaczy czy uwzglednia
podstawowe zatozenia modeli finansowych i ewentualnie, ktére z nich uchyla. Po drugie
nalezy uwzgledni¢ ztozono$¢ obliczeniowa danego modelu. Jest to wazny problem, czgsto
jednak pomijany, zwlaszcza w pracach o charakterze teoretycznym. W matematyce
finansowej wciaz zdarza si¢ bowiem, ze problem ma rozwiazanie teoretyczne, ktorego jednak
nie mozna zastosowa w praktyce, ze wzgledu na trudnosci obliczeniowe. Trzecim i
najwazniejszym kryterium jest ocena praktyczna. Trzeba zweryfikowa¢ dany model wyceny
na prawdziwych rynkach finansowych.

Wykorzystywane w pracy modele wyceny swoje zrodlo maja w arbitrazowej metodzie
wyceny instrumentéw finansowych. Umozliwiaja jednak uchylenie jednego z najczgsciej
krytykowanych zalozen klasycznego juz modelu Blacka-Scholesa — zalozenia o stalosci w
czasie wspotczynnika zmiennos$ci. Rezygnacja z tego zatozenia wiaze si¢ jednak z utrata
cennej cechy modelowanego rynku, a mianowicie zupetnosci. To z kolei pociaga za soba
znaczna komplikacje modelu — trzeba skorzysta¢ ze sposobow umozliwiajacych wyceng przy
wielo$ci miar martyngalowych. Traci si¢ wigc elegancj¢ zwiazana z brakiem zatozen
dotyczacych preferencji uczestnikow rynku.

Natomiast komplikacja obliczeniowa jest uzalezniona od uzytego do wyceny modelu
zmiennos$ci. W przypadku modeli GARCH 1 SV stosowane jest podejscie symulacyjne (choc
istnieja wzory analityczne, ktore mozna aproksymowa¢ numerycznie). Symulacje Monte
Carlo sa jednak dobrze znana i powszechnie wykorzystywana technika i jej stosowanie nie
stanowi problemu nawet dla praktykéw. Natomiast w przypadku modeli przetacznikowych
przedstawiony wzor analityczny trzeba numerycznie przyblizy¢. Ponadto dla wszystkich
modeli zmienno$ci nalezy wyestymowac ich parametry. Podsumowujac — wycena opcji w
oparciu 0 modele zmienno$ci z pewnoscia jest bardziej zlozona obliczeniowo i wymaga

wigkszych naktadow niz klasyczne metody wyceny. Jednak postep technologiczny (zaréwno
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w zakresie sprzetu jak 1 oprogramowania) w coraz wigkszym stopniu niweluje niedogodnos$ci
zwiazane ze stosowaniem tych modeli.

Pozostaje omowi¢ praktyczna przydatno$¢ wyceny opcji opartej na modelach
zmienno$ci. W rozdziale 5 pracy przedstawiono wyniki badan empirycznych dla opcji
notowanych na Gietdzie Papierow Wartosciowych w Warszawie w roku 2006 (z
wrzesniowym terminem wygasnigcia). Wyniki obliczen roéznig si¢ w zaleznosci od uzytego
modelu. Mozna jednak wyciagna¢ kilka ogélnych wnioskow.

Jak si¢ okazalo mozna dopasowac¢ do szeregdw z wciaz jeszcze niedojrzatego rynku
polskiego modele zmienno$ci. Liczba modeli zmiennos$ci, ktére mozna ewentualnie
wykorzysta¢ do opisu dynamiki rézni si¢ w zaleznosci od rodzaju szeregu. Co znamienne,
wsrod dopasowanych modeli dominuja do$¢ proste modele (wyjatkiem byt szereg PEO). Nie
udalo si¢ dopasowaé¢ zadnego modelu FIEGARCH, HYGARCH, czy tez modeli
przetacznikowych z wigksza niz dwa liczba reziméw. Niemniej badane modele wykazaty
stabe zdolnosci prognostyczne i to niezaleznie od specyfikacji — btedy prognoz byly znaczace.
Szczegdlnie byto to zauwazalne dla modeli przetacznikowych.

Ceny uzyskane z wykorzystaniem modeli GARCH sa na og6t nizsze dla opcji at-the-money
i out-of-the-money niz ceny uzyskane z modelu M 25, Natomiast dla opcji in-the-money modele te
daja zblizone ceny. Niestety nie mozna jednoznacznie wskazaé, ktory z modeli ma przewage dla
danego instrumentu bazowego, czy najlepszy ze wzgledu na kryterium informacyjne, czy najlepszy ze
wzgledu na jako$¢ prognoz. Nie mozna tez odpowiedzie¢ na pytanie, czy uwzglednienie innych
rozktadow niz normalny poprawia wyceny. Do wyceny przy uzyciu modeli GARCH zostaty wybrane
glownie rozktady GED, niemniej wyceny z modeli z rozkladem normalnym nie réznig si¢ bardzo.
Natomiast mozna zauwazy¢, ze modele prostsze daja lepsze wyceny niz modele bardziej ztozone.

Wycena uzyskana z modelu przetacznikowego zaniza w poroéwnaniu z modelem MBS
warto$ci opcji in-the-money, jednoczesnie zawyzajac wartosci opcji out-of-the-money. Wiasno$¢ ta
jest wigzana z cecha prognoz modeli przetacznikowych, ktore sa Srednia wazona prognoz po
wszystkich mozliwych konfiguracjach rezimoéw, gdzie wagami s prawdopodobienstwa realizacji tych
konfiguracji.

Wyceny uzyskane z modelu SV w porownaniu do cen z modelu M55 sa nizsze dla opcji
in-the-money 1 out-of-the-money, natomiast wyzsze dla opcji w okolicy at-the-money.
Najwigksze rdznice zanotowano wiasnie dla opcji w okolicach at-the-money. Niemniej
réznice w wycenie sa stosunkowo nieduze.

Rzeczywiste wartosci opcji (uzyskane ex post jako zdyskontowana warto$¢ funkcji
wyplaty) na og6t znacznie si¢ r6znia od ceny uzyskanej z modeli zmiennosci, jednak roéznica

ta jest na ogot mniejsza niz dla cen z modelu MBS, Niestety nie mozna prognozowac przysziej
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funkcji wyplaty za pomoca prezentowanych modeli zmienno$ci, bowiem prognoza bylaby
obarczona bardzo duza niepewnoscia.

Trzeba zwroci¢ uwage na ograniczone mozliwosci praktycznej oceny uzywanych w
pracy modeli wyceny. Ze wzgledu na niska plynno$¢ gieldowego rynku opcji nie bylo
mozliwe zbadanie czy modele zmienno$ci usuwaja charakterystyczny dla modelu MBS

usmiech zmienno$ci.
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Dodatek 1. Najwazniejsze gieldy kontraktow futures i opcji

American Stock Exchange

Australian Stock Exchange
Bolsa de Mercadorias y Futuros, Sao Paulo

Boston Option Exchange

Bourse de Montreal

Bolsa de Valores de Sao Paulo

Budapest Stock Exchange

Bursa Malaysia Derivatives Berhad

Central Japan Commaodity Exchange

Chicago Board of Trade

Chicago Board Options Exchange
Chicago Mercantile Exchange

Dalian Commaodity Exchange

Eurex

Euronext.liffe

Hong Kong Exchanges & Clearing

ICE, London

International Securities Exchange

Italian Derivatives Market

JSE Securities Exchange South Africa
Kansas City Board of Trade

Korea Exchange

London Metal Exchange

MEFF Renta Fija and Variable, Madrit
Mercado a Termino de Rosario
Mexican Derivatives Exchange
Minneapolis Grain Exchange

National Stock Exchange of India

New York Board of Trade

New York Mercantile Exchange

OMX Exchanges

AMEX
ASX
BM&F
BOX
MGE
Bovespa
BSE
BMYS
C-COM
CBOT
CBOE
CME
DCE
EUREX
EURONEXT
HKEX
ICE

ISE
IDEM
JSE
KCBT
KSE
LME
MEEFF
ROFEX
MexDer
ME
NSE
NYBOT
NYMEX
OMX

Www.amex.com
WWW.asx.com.au
www.bmf.com.br
www.bostonoptions.com
Www.m-x.ca
www.bovespa.com.br
www.bse.hu
www.mdex.com.my
WWW.C-COM.Or.jp
www.cbot.com
www.choe.com
www.cme.com
www.dce.com.cn
www.eurexchange.com
www.euronext.com
www.hkex.com.hk
www.theipe.com
www.iseoptions.com
www.borsaitaliana.it
WWW.jse.co.za
www.kcbt.com
www.kse.or.kr
www.Ime.co.uk
www.meff.es
www.rofex.com.ar
www.mexder.com
www.mgex.com
www.nse-india.com
www.nybot.com
WWW.Nnymex.com

WWW.0mxgroup.com
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One Chicago

Osaka Mercantile Exchange
Osaka Securities Exchange

Oslo Stock Exchange

Pacific Exchange

Philadelphia Stock Exchange
Shanghai Futures Exchange
Singapore Exchange

Sydney Futures Exchange

Taiwan Futures Exchange

The Tokyo Commaodity Exchange
Tokyo Financial Exchange

Tokyo Grain Exchange

Tokyo International Financial Futures Exchange
Toronto Stock Exchange

Warsaw Stock Exchange
Winnipeg Commodity Exchange
Zhengzhou Commodity Exchange

oneChicago
OME
OSE
OBX
PXS
PHLX
SHFE
SGX
SFE
TAIFEX
TOCOM
TEX
TGE
TIFFE
TSE
WSE
WCE
ZCE

onechicago.com
WWW.0Samex.com
WWW.0Se.or.jp
www.oslobors.no
www.pacificex.com
www.phlx.com
www.shfe.com.cn
WWW.S€eS.COm.Sg
www.sfe.com.au
www.taifex.com.tw
www.tocom.or.jp/
www.tfx.co.jp
www.tge.or.jp
www.tiffe.or.jp
Www.tse.com
www.wse.com.pl
www.wce.mb.ca

english.czce.com.cn
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Dodatek 2. Miary dokladnosci prognoz:

1.Btad $redni (Mean Error, ME)
N
1 )
ME = NZ(yi -3
i=1
2.Sredni btad bezwzgledny (Mean Absolute Error, MAE)
N
1 A
MAE = NZD’i — Jil
=1
3.Btad $redniokwadratowy (Mean Square Error, MSE)
N
1 512
MSE = NZ(yi -9)
1=

4. Medianowy btad kwadratowy (Median Square Error, MedSE)
MedSE = mediana{(y; — 9,2},

5.Pierwiastek btedu sredniokwadatowego (root mean square error, RMSE)

N
1
RMSE = |2 (= 9))°
i=1

6.Sredni bezwzgledny btad procentowy (mean absolute percentage terror, MAPE)
1 y
MAPE=—Z|y‘ yl|
Nt

7.Skorygowany $redni bezwzgledny blad procentowy (AMAPE)

N
1 .9,
AMAPE =—Z Yi 3:‘|
N&aly: +9;

8.Udziat prawidtowych znakow (PCS)

N
1
PCS = Nz max(sgn(y; - 9;),0)
i=1

L
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9.Wspotczynnik rozbieznosci Theila (TIC)

J%Z?:l(yi — 91)?

TIC =
1 1 ~
\/N Iivzlyi2+\/N évzlyiz

10.Logarytmiczna funkcja straty

140



Dodatek matematyczny
A. Procesy stochastyczne w czasie dyskretnym

Zaktadamy, ze ustalona jest przestrzen probabilistyczna ({2, F, P). Niech T bedzie zbiorem
chwil. W przypadku czasu dyskretnego T jest zbiorem przeliczalnym i na ogét zaktada sig, ze

T c{01,..,T}).

Definicja A.1
Filtracja nazywamy niemalejaca rodzing o-ciat F = (F;);er, to znaczy F; € F, € F dla
s<tis,t €T.F, interpretujemy jako zbidr wszystkich informacji zebranych do chwili ¢, to

znaczy zdarzen, o ktoérych wiemy czy zaszty, czy tez nie do chwili ¢t.

Definicja A.2

Rodzing zmiennych losowych (X;);er nazywamy procesem stochastycznym. Proces (X;)er
jest adaptowany do filtracji F = (F;)er (F-adaptowany), jesli dla kazdego t € T zmienna
losowa X, jest F,-mierzalna. Proces stochastyczny (X;);cs bedzie rowniez oznaczany (X;)

lub X w zaleznosci od kontekstu.

Definicja A.3
Filtracje FX = (F¥)ier = 0(Xs:s < t) nazywamy naturalng filtracja procesu X. Zatem
proces X jest zawsze adaptowany do naturalnej filtracji FX. Ponadto, filtracja FX jest

najmniejsza filtracja, wzgledem ktorej proces X jest adaptowany.

Definicja A.4
Proces (X;)ier jest prognozowalny wzgledem filtracji F = (F,);er (F-adaptowany), jesli dla
kazdego t € T zmienna losowa X; jest F;_;-mierzalna. Wobec relacji F;_; € F; proces

prognozowalny jest rowniez adaptowany.

Definicja A.5
Proces (X;)ier, gdzie zmienne losowe sa adaptowane do filtracji F = (F;);es oraz
E(|X;]) < oo dlakazdego t € T, jest nazywany:
a. martyngatem wzgledem F, jesli E (X;|F;_,) = X;_1, dlakazdegot € T,
b. nadmartyngatem (supermartyngatem) wzgledem F, jesli E(X;|F_1) < X;—,, dla
kazdegot € T,
c. podmartyngatem (submartyngatem) wzgledem F, jesli E(X.|F._1) = X;_1, dla
kazdegot € 7.
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Mowimy krotko, ze proces (X;) jest martyngatem, gdy jest jasne jaka filtracja jest rozwazana.
Je$li nie jest to sprecyzowane, za F przyjmowana jest naturalna filtracja FX procesu (X.).
Czasem uzywane jest okreslenie proces (X;) jest F-martyngatem by podkresli¢ rolg filtracji F.
Warto zaznaczy¢, ze to czy proces jest martyngatem jest wlasnoscia zalezna od wyboru
prawdopodobienstwa P. Je§li zostanie zmieniona miara probabilistyczna na (2,F),
powiedzmy z P na Q, to proces ktory jest F-martyngatem wzgledem prawdopodobienstwa P
nie musi by¢ martyngatem wzgledem prawdopodobienstwa @ (i na ogét nie jest). Zwykle w
matematyce finansowej problem jest postawiony odwrotnie, to znaczy mamy proces
stochastyczny (X;) i szukamy miary probabilistycznej, wzgledem ktorej proces ten jest
martyngatem.

Mozna zauwazy¢, ze proces X jest podmartyngatem (nadmartyngatem) wtedy i tylko wtedy
gdy —X jest nadmartyngatem (podmartyngatem). Ponadto X jest martyngatem wtedy i tylko

wtedy gdy jest jednocze$nie nadmartyngatem i podmartyngatem.

Definicja A.6

Jezeli (X;) jest martyngatem, a (V,) ciagiem prognozowalnym, to ciag (Z;) dany wzorem:
Zpi=VoXo + Vi(Xy — Xo) + - + Vo(Xy — Xo_y), gdzie t = 1,2, ...,

nazywamy transformata martyngatowa (X;) przez proces (V).

Ciag (Z;) jest suma pewnych zmiennych losowych V;,; mnozonych przez przyrosty
martyngatowe X, — X;_;, jest wigc dyskretnym analogonem calki stochastycznej. Latwo
sprawdzi¢, ze zachodzi nast¢pujaca zaleznos¢:

E(Zts1|F) =Zc + E(Vt+1(Xt+1 - Xt|Tt)) =7+ Vt+1E((Xt+1 - Xt|Tt)) =7y,

zatem (Z,) jest martyngatem.

Definicja A.7
Jesli dwie miary P i Q sa zdefiniowane na tym samym o-ciele F, wowczas P jest absolutnie
ciagla wzgledem Q, co zapisujemy
P« Q,
jezeli P(A) = 0 dla kazdego zbioru A € F, takiego ze Q(A).

Definicja A.8
Jezeli P < Q oraz Q < P to miary P i Q nazywamy réwnowaznymi 1 zapisujemy P~Q.
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Twierdzenie A.1

Nastgpujace stwierdzenia sa rOwnowazne:

P~Q wtedy i tylko wtedy gdy P i Q maja te same zbiory miary 0.

P~Q wtedy i tylko wtedy gdy P i Q maja te same zbiory prawie pewne.
P~Q wtedy i tylko wtedy gdy P i Q maja te same zbiory miary dodatniej.
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B. Procesy stochastyczne w czasie ciagglym

Podobnie jak w czasie dyskretnym zakladamy, ze dana jest przestrzen probabilistyczna

(2,F,P),aT = [0,T] oznacza zbidr chwil.

Definicja B.1
Filtracja nazywamy niemalejaca rodzing o-cial F = (F;);s, to znaczy F, € F, € F dla

0<s<t<owis, teT.

Definicja B.2
Mowimy, ze filtracja F spetnia warunki zwykte, gdy jest:
1. Prawostronnie ciagla, to znaczy F; = F;,, gdzie Fry = Nees Fs,
2. Zupeha, to znaczy F, zawiera wszystkie zbiory P-miary zero (czyli kazde o-cialo F;

jest zupelne).

Definicja B.3
Rodzing zmiennych losowych (X;):s, nazywamy procesem stochastycznym. Proces jest
adaptowany do filtracji F = (F;)so (F-adaptowany), jesli dla kazdego t = 0 zmienna losowa

X, jest Fy-mierzalna.

Oczywiscie rodzina zmiennych losowych (X,)¢o jest adaptowana do naturalnej filtracji F¥

wprowadzonej w definicji A.3.

Jesli zaszto pewne zdarzenie elementarne w, to funkcja t — X, (w) opisuje jak zmieniaja si¢
obserwacje wraz ze zmiana czasu. Funkcj¢ t¢ nazywa si¢ trajektoria procesu. Trajektoria
procesu moze by¢ ciagla, ale najczesciej rozwaza sig trajektorie ze skokiem. Zaklada sig
woOwczas, ze proces jest prawostronnie ciagly z lewostronnymi granicami (RCLL — right

continuous with left limits lub cadlag — continue a droite, limite a gauche).

Proces jest nazywany progresywnie mierzalnym, jesli jego trajektoria jest mierzalna dla

kazdegot = 0

Definicja B.4

Mierzalno$¢ ciaglego procesu stochastycznego X, to taczna mierzalno$¢ wzgledem
produktowego o-ciata B([0,T]) X Fr, a w przypadku gdy T = oo, wzgledem produktowego
o- ciata B([0,T]) X Fp, gdzie Fo, = 0 (Upso Fe).
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Definicja B.5
o-ciatem zbiorow prognozowalnych P w ( X [0,00) nazywamy najmniejsze o-ciato,
wzgledem ktorego sa mierzalne wszystkie procesy ciagle i adaptowane. Proces (X¢);eg, jest

nazywany prognozowalnym, je$li odwzorowanie X: Q0 X [0,0) = R jest P-mierzalne.

Definicja martyngalu, nadmartyngatu i podmartyngatu jest analogiczna do podanej dla czasu

dyskretnego.

Definicja B.6
Proces (X;)o<t<w, gdzie zmienne losowe sa adaptowane do filtracji F = (F;);so oraz
E(|X;|) < oo dlakazdego 0 < t < oo, jest nazywany:
1. martyngalem wzgledem F, jesli E(X;|F,) = X,, dlakazdegot € T,
2. nadmartyngatem (supermartyngatem) wzgledem F, jesli E(X;|F,) < X,, dla kazdego
0<t<oo,
3. podmartyngatem (submartyngatem) wzgledem F, jesli E(X;|F,) = X,, dla kazdego
0<t<oo.

Definicja B.7
Momentem stopu wzgledem filtracji F = (F;);», nazywamy zmienna losowa 7:02 — R,

spetniajaca warunek: {t < t} € F, dla kazdego t.

Definicja B.8
Proces X*, czyli proces zastopowany w momencie 7, jest dany wzorem:

Xt = Xenr-

Definicja B.9
Proces (X;)¢so, gdzie zmienne losowe sa adaptowane do filtracji F = (F;)es jest
martyngatem lokalnym, jesli istnieje rosnacy ciag momentoéw stopu (7,,), taki ze dla kazdego

n proces X jest martyngatem. Ciag (7,) nazywany jest ciagiem lokalizujacym.

Definicja B.10
Semimartyngalem ciaglym nazywamy proces X jednoznacznie okreslony réwnaniem:
X = Xo + M + By,
gdzie M jest lokalnym martyngatem, a B procesem ciagtym o wahaniu skonczonym prawie na

pewno.
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W 1828 roku szkocki botanik Robert Brown zaobserwowal i opisal nieregularny i
niesymetryczny ruch czasteczek pyltku kwiatowego w wodzie. Matematyczny opis ruchu
Browna powstal dopiero w 1923 roku, dzigki pracy Norberta Wienera. Dla uhonorowania
wktadu tego ostatniego ruch Browna czgsto nazywany jest procesem Wienera. Ruch Browna
znalazt zastosowanie nie tylko w biologii, ale rowniez w fizyce, chemii oraz finansach, gdzie

wykorzystywany jest do modelowania cen na gietdach.

Definicja B.11
Proces stochastyczny W = (W;);so 2z czasem ciaglym nazywamy standardowym procesem
Wienera lub kréotko procesem Wienera jesli spelnia nast¢pujace warunki:

1. Wy =0,

2. przyrosty procesu W sa niezalezne, czyli dla dowolnego n i dowolnego ciagu

0 <t; .. < ty, zmienne losowe W, ,W;, — W, , .., W, — W,  saniezalezne,

1
3. dla dowolnych 0 < s < t przyrost W, — W, ma rozktad normalny N(0,t — s),
4. proces W jest ciagly, to znaczy prawie wszystkie trajektorie procesu W sa ciagle.
Warunek 2 moze zosta¢ zapisany rownowaznie: dla dowolnych 0 < s <t przyrost W, — W

jest zmienna losowa niezalezna od o-ciata F¥ = c(W:u < s).

Z warunkow 1-3 wynika posta¢ funkcji kowariancji procesu Wienera:

Cov(W,, W) = min(s, t).

Proces W = (W?,...,W%), gdzie W' sa niezaleznymi procesami Wienera, nazywamy

d-wymiarowym procesem Wienera.

Naturalna filtracja zwiazana z procesem Wienera spetnia zwykle warunki (definicja B.2).
Definicja B.10 ogranicza si¢ do naturalnej filtracji, mozna jednak rozwaza¢ procesy Wienera

wzgledem wigkszej filtracji F.

Definicja B.12
Proces stochastyczny W z czasem ciaglym nazywamy procesem Wienera wzgledem filtracji
F, gdy W jest F-adaptowany spetnia warunki:
1. Wy =0,
2. przyrosty procesu W sa niezalezne od filtracji IF, to znaczy dla dowolnych 0 < s <t
zmienna losowa W, — W jest niezalezna od F,
3. dla dowolnych 0 < s < t przyrost W, — W, ma rozktad normalny N(0,t — s),

4. proces W jest ciagly, to znaczy prawie wszystkie trajektorie procesu W sa ciagle.
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Definicja B.13
Proces Z nazywamy wariacja kwadratowa procesu Wienera na przedziale [0, t], jezeli dla

n — oo

kn

Z (Wti(ﬂ B th-(n))z -7,

k=1
Dla dowolnego ciagu P, = {t(()n), tfn), ) t,((:)}, n = 1,2, ... podziatow odcinka [0,t], t < T,

n _

takiego ze max|ti " ti(n)| — 0. Proces wariacji kwadratowej procesu W oznaczamy (W),

Oto najistotniejsze wlasnosci procesu Wienera:

1. Wilasno$¢ martyngatowa
Proces Wienera jest jednym z najprostszych przyktadow martyngatu: dla 0 < s <'t,
E[W;|Fs] = E[W,|Ws] = W,
Innymi stowy, najlepsza prognoza przysziej pozycji procesu Wienera jest pozycja
obecna.

2. Wilasnos¢ trajektorii
Z definicji prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera sa ciagle, ale bardzo
nieregularne. Migdzy innymi sa nierdézniczkowalne w kazdym punkcie. Ponadto

prawie kazda trajektoria ma wahanie nieograniczone na dowolnym przedziale:

n-1
lim ) [Wq = Wy, | = 0 (p.m)
=0

Konsekwencja tego faktu jest niemozno$¢ zdefiniowania calki Lebesgue’a-Stieltjesa
wzgledem trajektorii procesu Wienera.

3. Wiasno$¢ skalowania
Mozna dokona¢ wielu uzytecznych przeksztalcen procesu Wienera, ktore daja w

wyniku rowniez procesu Wienera. Jednym z nich jest skalowanie:
jesli W = (W,) ;0 jest procesem Wienera, wtedy dla ¢ # 0, W = (Wt = %Wct)

jest takze procesem Wienera.

4. Wariacja kwadratowa procesu Wienera na przedziale [s, t] jest rtOwna t — s.
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Calka stochastyczna zostata wprowadzona przez Kiyosi Itd w 1944 roku. Nadaje ona sens
wyrazeniu postaci:
t t
fXde qudYu,
0 0
Gdzie X 1Y sa procesami stochastycznymi. Najczesciej jako funkcja catkujaca rozwazany jest
proces Wienera: ¥ = W.' Powyzsza calka nie moze by¢ zdefiniowana analogicznie do catki
Lebesgue’a-Stieltjesa, jako granica sum catkowych postaci:
-1
X‘L’j (Wtj+1 - Wtj)' (1)

S

~.
1l
[y

bowiem wariacja procesu Wienera jest nieskonczona (wtasnos$¢ 2). Ponadto suma (1) zalezy
(nawet w najprostszych przypadkach) od wyboru punktow 7; € [tj,tj+1] Istnieja dwa
szczegolnie wazne sposoby wyboru punktow z;:
1. 7; = t;, otrzymujemy wowczas catke It6, w ktorej catkuje si¢ procesy mierzalne i
adaptowane (takie procesy nazywane sa nieantycypujacymi), a wynik jest
martyngatem. W praktyce jest to najczgéciej rozwazana catka w matematyce

finansowej 1 dalsze rozwazania beda ograniczone do niej.

tit+t; . . . . L

2. 1= ’T’H, co prowadzi do catki Stratonowicza, ktéra nie jest martyngatem, co
ogranicza mozliwo$¢ jej wykorzystywania w finansach.

Catka Itd definiowana jest najpierw dla procesoOw prostych, a nastgpnie dla szerszej klasy

procesow, ktore moga by¢ aproksymowane przez procesy proste.

Definicja B.14

Dla procesu X z klasy procesow prostych, to znaczy procesoOw postaci:

Xu = ZO Ejﬂ(tj,tj+1] (w),

J

gdzie 0 =t; < t; <..<t, =T, azmienna losowa ¢; jest ograniczona i th—mierzalna, catka

It6 jest definiowana nastepujaco:

T

n
[ xudw = & (Wyr - )
=0

0

' W literaturze rozwazany jest rowniez ogo6lniejszy przypadek gdy Y jest ciagtym martyngalem, porownaj:
Revuz D., Yor M., Continuous martingales and Brownian motion, Springer, 3rd Edition, New York 1999,
ss.119-142
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Natomiast na przedziale [s, t] < [0, T] catka It6 jest definiowana ponizszym rownaniem:

t

T
f X, dW, = f Lo, (W) Xy, AW
0

N

Tak zdefiniowana catka ma wiele dobrych wtasnosci.

Twierdzenie B.1

Niech X 1Y beda procesami prostymi, zachodzi wowczas:
1. Liniowos¢: [ (aX, + bY,)dW, = a [, X, dW, +b [ Y, dW,, gdzie a,b € R,
2. [0 Xy dW, + [ Xy dWy, = [) X, dW,, dla0 <s <t <T,
t t .
3. E (fo X, dw, |TS) = fOSXuqu, zatem proces (fo Xuqu)te[o,T] jest martyngatem o
sredniej zero i ciaglych trajektoriach,

A t 2 t o
4. Izometria Ito: E (fo Xuqu) =E (fo Xudu), dlat <T,

t s 2 t o
5. E((f; XudW, — [; X,aW,) |%) = E (f{ X3du) (pn) dla0 <s <t <T.

Definicja B.14 moze by¢ uogolniona na szersza klasg procesow stochastycznych.

Definicja B.15
Dla procesu X spelniajacego nastepujace warunki:
1. proces X jest adaptowany i mierzalny,

2. istnieje ciag X ™ procesow prostych, takich, ze

T
lim E <f
n—oo 0

catka It0 jest definiowana jako granica:

2
X — x| ds) — 0,

3. E ([} 1X,1%ds) < oo,

T T

f X, dW, = lim | X™dw,.
n—-oo

0 0

Innymi stowy by obliczy¢ catke It dla bardziej ztozonych procesoOw nalezy znalezé
aproksymacj¢ procesu X procesami prostymi, dla ktérych tatwo wyznaczy¢ catke¢ a nastgpnie

przechodzi si¢ do granicy.
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Definicja B.16

Zatdézmy, ze X ma ciagte trajektorie 1 istnieja adaptowane oraz mierzalne procesy o 1 b takie,

ze dla kazdego t > 0 istnieja catki f b(s)ds, f 02(s)ds, to znaczy
T T
P flb(s)lds <o |=1, P jaz(s)ds <o |=1.
0 0

Woweczas proces X okreslony réwnaniem:

X = fb(s)ds+fa(s)dWs,

Jest nazywany procesem Ito.
Powyzsze rownanie mozna zapisa¢ w skrocie:
dX, = b(t)dt + a(t)dW,.

Mowimy wowcezas, ze X ma rézniczke stochastyczna.

Twierdzenie B.2 (lemat It6)

Niech X bedzie procesem It i f € C2, wtedy zachodzi wzor:

t t

d
f(t,xt)=f(o,xo)+f<a—f(s.xs>+bsa§< X + 502 f(sx>>ds E
0 0

XZ S XS)O-SdM/S’

><|\n

lub w postaci r6zniczkowe;j:

0 92 0
af (t, X,) = f(t X;) + b, a)f( (t Xe) + 50t aX); (t, X,) + f%(t,Xt)atth.

Lemat It6 mowi, ze funkcja gladka od procesu Itd jest procesem Itd, oraz daje

przedstawienie catkowe tego procesu.

Twierdzenie B.3 (Radona-Nikodyma)
P < Q wtedy i tylko wtedy gdy istnieje F-mierzalna funkcjaf taka, ze dla kazdego A € F

P(4) = f £doQ.

Poniewaz P(A) = [dP, to [dP = [fdQ, dla kazdego A € F. Poprzez analogi¢ do
A A A

pochodnej z funkcji zlozonej w klasycznym rachunku rézniczkowym funkcje f mozna

. ..., ar . ,
zapisac jako a0’ Otrzymujemy wowczas:
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fdP —dQ

ap
Funkcja mierzalna a0 nazywana jest pochodna Radona-Nikodyma z P wzglgdem Q.

Twierdzenie B.4

ap
Zatdézmy, ze miary P i Q sa rownowazne. Wtedy istnieja pochodne Radona-Nikodyma a0 i

aQ . .
P oraz zachodzi rownos$¢:

P 1
dQ dQ’
aP

Twierdzenie B.5 (Girsanowa)
Niech Q bedzie miara probabilistyczna rownowazna P na (Q, Fr), taka ze pochodna Radona-
Nikodyma ma postac:

T T

dQ

1
2p = LD =exp fV(S)dWs - Ef y2(s)ds

0 0
dla pewnego mierzalnego 1 adaptowanego procesu y, ktory spelnia warunek fOTy(S)dS <
(p.n). Jesli (W;)¢efo,r) jest procesem Wienera wzgledem prawdopodobienstwa P i filtracji F,

to proces (I/T/t) dany wzorem

te[o,T]
t

W, =Wt—fy(s)ds, (0<t<T),
0

jest procesem Wienera wzgledem prawdopodobienstwa Q i filtracji IF.

Twierdzenie Girsanowa opisuje zachowanie procesu Wienera W przy zmianie miary

probabilistycznej na rownowazna. W szczegolno$ci gdy proces y(t) jest staty (y(t) =vy),
zmiana miary za pomocg pochodnej Radona-Nikodyma exp [—th - %yzt]sprowadza si¢ do

zmiany dryfuzcnac —vy.
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Twierdzenie B.6 (o reprezentacji zmiennej losowej)
Niech & bedzie Fp-mierzalng zmienna losowa, gdzie 0 < T < oo, taka ze E(|&]) < oo.
Wowczas istnieje proces X, ktory jest progresywnie mierzalny 1 spelnia warunek
P (fOtXSZdWS < oo) = 1, taki ze

T

£ =B+ [ Xaw,

0
Twierdzenie B.7 (o reprezentacji martyngatu)
Jesli M = (M,);so jest martyngatem lokalnym wzgledem filtracji generowanej przez proces

Wienera (F), to ma on przedstawienie

t
Mt:M0+fXSdVVS’ tZO,
0

gdzie proces X = (X;)s0 jest progresywnie mierzalnym oraz P ( fot X2dw, < oo) =1.

Twierdzenie B.8 (wzér Feynmana-Kaca)
Niech u(x), o(x) beda funkcjami spetniajacymi warunek Lipschitza. Wowczas rozwiazanie

F = F(t,x) czastkowego rownania rozniczkowego
2

F o +uen+ie2 =0
g Y TR\ TR g 0 =0

z warunkiem poczatkowym F (T, x) = h(x), ma przedstawienie
F(t,x) = E[h(Xp)|X, = x],

gdzie X jest rozwiazaniem stochastycznego roGwnania rozniczkowego
dX, = u(Xp)dt + o(X)dW,,

z warunkiem poczatkowym X; = x.
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C. Rynki niezupelne

Najczesciej uzywane w praktyce funkcje uzytecznosci:
a. U(x) =Inx,
b. U(x) = %x“ dla @ € (—o0, 1)\{0},

c. Ulx) = i(x“ —1),dlaa € (—,1),dla a = 0 przyjmujemy U(x) = Inx,
d Ux)=1—-e"* c>0.

Definicja C.1 (Addytywna funkcja uzytecznosci)
Funkcja uzytecznosci U jest addytywna jesli istnieja funkcje Uy, U,, ... U, takie ze
UQxq, X35 ey Xp) = Uy (1) + Uy () + -+ + Up (7).

Definicja C.2 (czasowo separowalna funkcja uzytecznosci)
Funkcja uzytecznos$ci jest czasowo separowalna, jesli przeszta konsumpcja i1 naktady pracy

nie maja wplywu na obecne i przyszte upodobania uczestnika rynku.

Twierdzenie C.1 (prawo oczekiwan iterowanych)
Niech I; oraz J; bgda zbiorami informacji takimi, ze I; € J;. Prawo oczekiwan iterowanych
mowi, ze

E[X|I:] = E[E[XJ]II].
Zatem, jesli dysponujemy ograniczonym zbiorem informacji I;, to najlepsza prognoza jaka
mozemy uzyska¢ w chwili t jest prognoza prognozy, jaka bysmy uzyskali, gdyby$Smy
dysponowali szerszym zbiorem informacji J;. Mozna zapisa¢ to rownowaznie:

E[X — E[X|]¢]lI,] = 0.

Definicja C.3 (proces Markowa nieprzywiedlny i nieokresowy)
Proces Markowa jest:
a. nieprzywiedlny, jesli wszystkie stany komunikuja si¢ ze soba, tzn. stan i-ty jest
osiagalny ze stanu j-tego dla kazdego i oraz j.
b. nieokresowy, jesli wszystkie jego stany sa nieokresowe (stan i ma okres k > 1 jezeli
kazdy powr6t do stanu i nastepuje w ilosci krokdw bedacych wielokrotnoscia k:

k=NWD{n:P(X, =ilX,=1i)>0}ik > 0.
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